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Решение дифференциальных уравнений средствами  

операционного исчисления 
 
Аннотация. Одним из методов современной математики, позволяющим упростить не-
которые задачи при помощи простых действий, является операционное исчисление. 
Суть метода состоит в замене искомых и заданных функций (оригиналов) некоторыми 
другими функциями (образами, они же – изображения). После чего действия над ори-
гиналами преобразуются в более простые действия над их образами (изображени-
ями), которые получаются из оригиналов по определенным правилам при помощи так 
называемых интегральных преобразований. 
Ключевые слова: дифференциальное уравнение, операционное исчисление, преоб-
разование Лапласа, оригинал, образ, решение. 
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Zhidchenko Tatiana V. 
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Solving differential equations by means of operational calculus 
 

Abstract. One of the methods of modern mathematics that allows simplifying some prob-
lems with simple actions is operational calculus. The essence of the method consists in 
replacing the sought and given functions (originals) with some other functions (images). Af-
ter which the actions on the originals are transformed into simpler actions on their images 
(images), which are obtained from the originals according to certain rules using the so-called 
integral transformations. 
Key words: differential equation, operational calculus, Laplace transform, original, image, 
solution. 

 
Настоящая работа посвящена интегральному преобразованию Лапласа, по-

рождающему операционное исчисление. В литературных источниках [1–4] описыва-
ются различные варианты таких преобразований, например, преобразование 
Лапласа, Лапласа-Карсона, Фурье, Ханкеля, Канторовича-Лебедева, Меллина и др. 

Суть метода интегральных преобразований состоит в следующем. К рассмат-
риваемому уравнению (а также краевым или (и) начальным условиям) применяют 
интегральное преобразование. Пользуясь свойствами этого преобразования, полу-
чают уравнение и краевые и (или) начальные условия относительно ее изображения. 
При этом интегральное преобразование иногда удается подобрать так, что преобра-
зованное уравнение представляет собой уравнение гораздо более простой струк-
туры, нежели исходное уравнение для оригиналов. После исследования полученной 
задачи в образах возвращаются к оригиналам, что позволяет находить решения ис-
ходной задачи, если она разрешима, получать условия разрешимости и т. д. Осу-
ществляется это при помощи формул обращения, связывающих оригиналы с обра-
зами. 

Схематически метод операционного исчисления можно изобразить следую-
щим образом (рис. 1): 

 

Рисунок 1 – Схема метода операционного исчисления 
 

Будем говорить, что функция  f t  является оригиналом, если она удовлетво-

ряет условиям: 

1) для любого 0A  интеграл  
0

A

f t dt  (возможно несобственный) сходится, 

2)   0,    0f t t  , 

3) Найдутся такие константы 0,    0M   , что   ,    tf t Me t 
. 

Прямое   

преобразование 
Уравнение Изображение 

Обратное преоб-

разование 

Лапласа 

Решение 

исходной задачи 
Решение за-

дачи  в образах 



Современные научные исследования: проблемы и перспективы  

Издательство АНО ДПО «Межрегиональный центр инновационных технологий в образовании» ~219~ 

Отметим, что число 0  называют порядком роста функции  f t  на бесконеч-

ности. 

Пусть функция  f t  является оригиналом. Преобразованием Лапласа (изобра-

жением) этой функции называют комплекснозначную функцию    
0

ptF p f t e dt



  . 

Тот факт, что функция  f t  является оригиналом, а функция )( pF  –изображе-

нием принято обозначать следующим образом )()( pFtf
L
 . 

Из данного определения и свойств интегралов вытекают следующие формулы: 

1. )()()()( pGpFtgtf
L

   (линейность); 

2. )0()()( fppFtf
L

  (дифференцирование оригинала); 

3. )()( pFttf
L

  (дифференцирование изображения); 

4. 
p

pF
df

L
t

)(
)(

0

   (интегрирование оригинала); 

5. dssF
t

tf

p

L



 )(
)(

 (интегрирование изображения); 

6. )()( pFetf ptL   (теорема запаздывания); 

7. )()(   pFtfe
Lt  (смещение затухания); 

8.    )()(* pGpFtgf
L
 , где       

0

t

f g t f t s g s ds    (теорема о 

свертке). 

Отметим, что функция       
0

t

f g t f t s g s ds    называется сверткой функ-

ций  f t  и  g t . 

Если для изображения  F p  выполнены условия: 

1)   0,   F p p   для всех : Rep p c  , 

2)  F s i d





      при s  , 

3) 
 

,    
F s i

d A s
s i






  




 


, 

то имеет место формула    
1

2

i

zt

i

f t F z e dz
i



 

 
. 

Последнюю формулу принято называть формулой обращения преобразования 
Лапласа, поскольку она позволяет по изображению восстановить оригинал. 

Из этой формулы следует, что соответствие между оригиналами и изображени-
ями взаимно однозначно. На практике это используют следующим образом. Изобра-
жения представляют как линейные комбинации простейших, для которых известны 
оригиналы, а затем, пользуясь свойством линейности, выписывают искомые ориги-
налы. 
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В качестве пояснения изложенного решим дифференциальное уравнение опе-
рационным методом задачу Коши. 

 
     

 

 

 

1

1 1 0

( )

...

0 0

0 0

.............

0 0

n n

n n

n

a y a y a y a y f t

y

y

y




     




 



 
  

Применив преобразование Лапласа к обеим частям уравнения и пользуясь ли-
нейностью и формулой дифференцирования оригинала, получим 

     1

1 1 0...n n

n na p a p a p a Y p F p

     , 

где    ,  Y p F p  преобразования Лапласа искомой функции и правой части уравне-

ния соответственно. Из последнего уравнения имеем 

 
 

 1

1 1 0...n n

n n

F p
Y p

a p a p a p a




   

. 

В силу формулы обращения получим 

 
 

 1

1 1 0

1

2 ...

pti

n n

i n n

F p e dp
y t

i a p a p a p a





  


   


. 

Как правило, вычисление интегралов из правой части последней формулы за-
труднительно, потому пользуются замечанием, сделанным в конце предыдущего 
пункта. 

Поясним изложенное примером решения задачи Коши: 
















0)0(

0)0(

23

y

y

eyyy t

 

Действуя, как и в общем случае, получаем 

 
1

1
23)( 2




p
pppY . 

Отсюда 

  123

1
)(

2 


ppp
pY . 

Разложив рациональную дробь из правой части на сумму простейших, получим 

 21

1

1

1

2

1
)(










ppp
pY . 

В силу линейности тогда 

 21

1

1

1

2

1
)(










ppp
pY

tttL
teee  2

. 

Итак, решение представленной задачи Коши имеет вид 
ttt teeety  2)( . 
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Заметим, что так как y(t) и f(t) это оригиналы, то при t < 0 их надо считать равными 

нулю. И тогда получаем решение y(t) только для t ≥ 0. Начальные условия )0(y и )0(y  

представляют при этом предельные значения y(t) и )(ty  при 0t  справа. Отметим, 

что очень часто получающееся решение оказывается справедливым при любых зна-
чениях t, хотя это и требует проверки. 

Предлагаемая статья знакомит с основами операционного исчисления и с сутью 
преобразования Лапласа. Основное преимущество интегральных преобразований – 
возможность превращения после их применения дифференциальных уравнения в 
частных производных – в обыкновенное дифференциальное уравнение, которое, по-
сле повторного применения интегрального преобразования, превращается в алгебра-
ическое уравнение. 
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Страны-лидеры в солнечной энергетике 
 

Аннотация. Современное использование возобновляемых источников энергии, ста-
новится основой энергетики будущего. В статье приведен анализ стран, имеющих в 
своей генерации электрической энергии наибольшую долю установленной мощности 
солнечной энергии. Европейский союз, КНР, США и Индия находятся в авангарде от-
расли и по производству комплектующих, и по установленной мощности. Отмечены 
инициативы и поощрения, направленные на увеличение фотовольтаики. Приведены 
примеры крупных электростанций, описаны их установленные мощности. 
Ключевые слова: возобновляемая энергетика, солнечная энергия, автономное элек-
троснабжение. 
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