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ВВЕДЕНИЕ 

Данное учебное пособие является второй частью учебного пособия 
«Математические основы решения задач в агроинженерии. Часть 1». С точки 
зрения методического подхода это учебное пособие является логическим 
продолжением первой части, что предполагает сохранение стиля изложения, 
принятого в части 1.  В целом обе части направлены на создание математиче-
ского фундамента знаний и умений, необходимого для освоения базовых 
дисциплин не только естественнонаучного цикла, но и многих дисциплин 
технического характера. 

В предлагаемом учебном пособии содержатся разделы курса «Матема-
тика», предусмотренные учебным планом направления 35.03.06 Агроинже-
нерия, не вошедшие в первую часть пособия. 

Данное учебное пособие включает в себя следующие разделы: инте-
гральное исчисление, дифференциальные уравнения, теория функций ком-
плексного переменного. Изложение каждого из этих разделов, как и в части 
1, ведется следующим образом: излагается необходимый теоретический ма-
териал, приводятся подробные решения типовых примеров и задач по каж-
дому разделу, приводятся примеры построения математических моделей 
процессов, встречающихся в агроинженерной практике. 

Учебное пособие предназначено для студентов очной и заочной форм 
обучения по направлению подготовки  35.03.06 Агроинженерия.  

Учебное пособие направлено на формирование следующих компетен-
ций, предусмотренных федеральным государственным стандартом высшего 
образования соответствующего направления подготовки: 

– способности решать типовые задачи профессиональной деятельности 
на основе знаний основных законов математических и естественных наук с 
применением информационно-коммуникационных технологий; 
– способности применять соответствующий физико-математический аппарат, 
методы анализа и моделирования, теоретического и экспериментального ис-
следования при решении профессиональных задач.
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ЧАСТЬ 1 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ  
В ПРИКЛАДНЫХ ИНЖЕНЕРНЫХ ЗАДАЧАХ 

 

ГЛАВА 1 ПОНЯТИЕ НЕОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА 

1.1 Понятие первообразной и неопределѐнного интеграла 

Определение. Функция  xF  называется первообразной функции  xf  

на интервале  ba; , если для всех  bax ;  функция  xF  дифференцируема 

и при этом     xfxF  . 

Например, каждая из функций   3
1 xxF  ,    13

2  xxF , 

  3,113
3  xxF  является первообразной функции   23xxf   на всей число-

вой оси, так как   23 3xx 


,   23 31 xx 


 ,   23 3311 x,x 


  для всех 

  ;x . 

Очевидно, что по заданной функции первообразная определяется не 

единственным образом. В частности, указанные в приведенном примере пер-

вообразные функции   23xxf   отличаются друг от друга только постоян-

ными слагаемыми. Оказывается, что это справедливо для любых первообраз-

ных фиксированной функции. 

Теорема об общем виде первообразной. Если функция  xF  является 

первообразной для функции  xf  на интервале  ba; , то множество всех пер-

вообразных для функции  xf  задаѐтся формулой   CxF  , где C – произ-

вольная постоянная. 

Определение. Для функции  xf , определенной на интервале  ba; , 

множество всех еѐ первообразных на этом интервале называют неопределѐн-

ным интегралом от функции  xf  и обозначают   dxxf . 

 Из теоремы вытекает, что если  xF  одна из первообразных функции 

 xf , то 

    CxFdxxf  ,  где  C – произвольная постоянная. 
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Знак «  » называется знаком неопределѐнного интеграла,  

 xf  − подынтегральной функцией,  

 dxxf  – подынтегральным выражением. 

Процедуру нахождения неопределѐнного интеграла от заданной функ-

ции  xf  называют интегрированием этой функции или «взятием неопреде-

лѐнного интеграла». 

Отметим, что процесс интегрирования в некотором смысле является об-

ратным к процессу дифференцирования. Однако, по производной, однознач-

но восстановить функцию, как отмечено выше, невозможно. Более того, в от-

личие от операции дифференцирования не для каждой элементарной функ-

ции существует элементарная первообразная, это означает, что не каждый 

неопределѐнный интеграл может быть выражен через элементарные функ-

ции. Интегралы такого типа принято называть «неберущимися». Например, 

неберущимися являются следующие интегралы:  

 
dxe

x2

,  dx
x

xsin
,  dx

x

xcos
. 

 

1.2 Основные свойства неопределѐнного интеграла 

1.     xfdxxf 


 . 

Покажем это:          xfCxFCxFdxxf 


 .  

2.     dxxfdxxfd  . 

Воспользовавшись формулой для дифференциала функции    df x f x dx  и 

свойством 1, получим        dxxfdxdxxfdxxfd 


  . 

3.      CxFxdF . 

Так как     dxxFxFd  , то               CxFdxxfdxxFxFd . 
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4. Постоянный множитель можно выносить за знак неопределѐнного ин-

теграла, то есть      dxxfkdxxfk , где constk  . 

Действительно,           dxxfkCxFkCxFkdxxfk 1 . 

5. Интеграл от суммы (разности) двух функций равен сумме (разности) 

интегралов от данных функций, то есть   

           dxxgdxxfdxxgxf . 

В самом деле, если  xF   ‒ одна из первообразных функции  xf , а  xG  ‒ 

одна из первообразных функции  xg  на интервале  ba; , то 

           21 CxGCxFdxxgdxxf         21 CCxGxF
 

           dxxgxfCxGxF . 

1.3 Таблица интегралов    

Все формулируемые ниже формулы доказываются проверкой того, что 

производная (или дифференциал) правой части доказываемой формулы сов-

падает с подынтегральной функцией (или с подынтегральным выражением) в 

левой части. 

Например, доказательство формулы 13, из приведѐнной ниже таблицы,  

выглядит следующим образом: 



















































 

2

22

1

1

1

1
arctg

1
arctg

1

a

u

a

u

a

a

u

a

u

a
C

a

u

a
C

a

u

a
 

22

2

222

1

ua

u

a

ua

u

a 











 


 .   

Это и означает, что 
2 2

1
arctg

du u
C

a u a a
 


. 
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Таблица неопределѐнных интегралов:  

1. ∫        
 

2. ∫                         2.1. ∫  √   √    

  2.2. ∫           

3. ∫      | |     
 

4. ∫             4.1. ∫          

5. ∫               6. ∫              

7. ∫          |    |    8. ∫          |  (     )|    

9. ∫                 10. ∫               

11. ∫         |    |    12. ∫         |    |    

13. ∫                      14. ∫              |      |    

15. ∫   √                  
 

16. ∫   √        |  √     |    
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1.4 Методы интегрирования 

1.4.1 Непосредственное интегрирование 

Под непосредственным интегрированием понимают такие равносильные 

преобразования подынтегрального выражения, которые делают возможным 

прямое применение свойств неопределѐнного интеграла и таблицы неопре-

делѐнных интегралов. 

Пример 1.1.  Найти неопределѐнные интегралы
 

  dxxx
4 35

,  dx
x

x
3

5 2

. 

Решение. Если подынтегральная функция представляет собой произве-

дение или частное различных степеней x, то еѐ представляют как степенную 

функцию вида , а затем применяют 2 формулу таблицы интегралов. 

1.  C
xx

C
x

C
x

dxxdxxxdxxx   
27

4

27

4
4 366

4
27

54 35
4
3

4
27

4
23

4
3

. 

2. 


   



C

x

C

x

C
x

dxxdxxdx
x

x
dx

x

x

5
3

5
8

5
8

5
13

5
25

2

1
5
8

3

33

5 2

8

5

8

5
 

C
xx


5 38

5
. 

В примере 1.1 мы применили следующие свойства степеней:  

 n
k

aa
n k  ,  

knkn
aaa

 ,  kn

k

n

a
a

a  . 

Пример 1.2. Найти неопределѐнный интеграл  

 












 dx

x
xx 7

16

3
cos25

2

4
. 

Решение.  












 dx

x
xx 7

16

3
cos25

2

4
 

применим 5 свойство и 

разобьѐм данный интеграл  
на четыре интеграла 

n
x



11 

 




   dx
x

dx
xdxdxx 7

16

3
2cos5

2

4
 

применим 4 свойство и 

вынесем в каждом интегра-
ле постоянный множитель 




   dx
x

dx
xdxdxx 7

16
3cos25

2

4
 

формула 2 

таблицы  
интегралов 

формула 6 

таблицы  
интегралов 

формула 16 

таблицы  
интегралов 

формула 1 

таблицы  
интегралов 

 

 Cxxxx
x

716ln3sin2
5

5 2
5

Cxxxxx  716ln3sin2 25 . 

Пример 1.3.  Найти неопределѐнный интеграл
 




dx
x

xx
2

4 57
. 

Решение. 


 dx
x

xx
2

4 57
   












x

dx
dxxdx

xx

x

x

x
7

57 2

222

4

 dx
x

2

1
5  

 

Разделим 
почленно  
числитель на  
знаменатель 

сократим дро-
би и применим 
5 и 4 свойства 

формула 2 

таблицы  
интегралов 

формула 3 

таблицы  
интегралов 

формула 2.2 

таблицы  
интегралов 

C
x

x
x

C
x

x
x









5
ln7

3

1
5ln7

3

33

. 

Пример 1.4. Найти неопределѐнный интеграл  dx
x

x

cos

2sin
. 

Решение. Cxxdxdx
x

xx
dx

x

x
   cossin2

cos

cossin2

cos

2sin
.  

В числителе мы применили тригонометрическую формулу «синус двой-

ного угла», а затем формулу 5 таблицы интегралов. 
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Пример 1.5. Найти неопределѐнный интеграл
 


84 2

x

dx
.

 

Решение.     






 24

1

2484 222
x

dx

x

dx

x

dx
 

применим формулу  

14 таблицы интегралов,  

для этого преобразуем «2» 

  



22 24

1

x

dx
C

x

x
lnC

x

x










2

2
2

2

2
ln

22

1
4 . 

Пример 1.6.  Найти неопределѐнный интеграл 


dx
x

x

3

2
2

2

. 

Решение. 
 

Воспользуемся искусственным приемом: к числителю дроби 

прибавим и из него вычтем одно и то же число 3, после чего выполним деле-

ние числителя на знаменатель. 

 
 




























   2222

2

2

2

2

2

3
62

3

3

3

3
2

3

33
2

3

2

x

dx
dxdx

xx

x
dx

x

x
dx

x

x

C
x

xC
x

x 
3

arctg32
3

arctg
3

1
62 . 

 

1.4.2 Метод замены переменной (метод подстановки) 
в неопределѐнном интеграле 

Метод подстановки основан на следующем утверждении: 

Теорема. Пусть функция  tx   дифференцируема на  интервале  ba;  

и имеет обратную функцию  xt  , тогда справедлива формула  

        xt
dtttfdxxf




  . 

Эту формулу называют подстановкой или формулой замены перемен-

ной в неопределѐнном интеграле. Смысл при применении подстановки со-

стоит в следующем: иногда подстановку можно подобрать так, что правая 

часть окажется более простой, чем левая. Отметим, что конкретные подста-

новки могут задаваться как формулой  tx  , так и формулой  xt  . Не-

которые рекомендации по видам подстановок будут даны ниже. Здесь огра-

ничимся следующим примером.  
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Пример 1.7. Найти    dxx 3tg .   

Решение. Воспользуемся формулой 11 таблицы интегралов.  

Так как     dxdxxxd  33 , то  

        Cxxdxdxx   3cosln33tg3tg . 

Замечание. Такой метод интегрирования называют методом подведе-

ния под знак дифференциала. 

Пример 1.8. Найти    dxx
9

57 . 

Решение. Воспользуемся формулой 2 таблицы интегралов.  

Так как     dxdxxxd 75757  , то  57
7

1
 xddx . Тогда 

       5757
7

1
57

99
xdxdxx

    CxC
x




 10
10

57
70

1

10

57

7

1
. 

Пример 1.9. Найти   28

3

x

xdx
. 

Решение. Сделаем замену переменной, ориентируясь на формулу 2 таб-

лицы интегралов. 

 
 















  28

2

2

2
ln

2

3

2

32
3

2

2

8

8

8

3

xu

Cu
u

du

u

du

du
dxx

xdxdu

dxxdu

xu

x

xdx

 

Cx  28ln
2

3
.  

Пример 1.10. Найти 



dx

x

x

85

37

2
. 

Решение. Разделим почленно числитель на знаменатель: 

 










85

3

85

7

85

37

222
x

dxx

x

dx
dx

x

x
. 
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Выпишем и найдѐм отдельно каждый интеграл: 

1)   

























2222

2

22

2 5

75

1
7

8

5

5

5

5

5

85

7

au

du

au

du

a

du
dx

dxdu

dxxdu

xu

xu

x

dx

 

CxxlnCauuln
axu




855
5

7

5

7 2

8,5

22

2

; 

2)
 



















v

dv

dv
dxx

xdxdv

dxxdv

xv

x

dxx 10
3

10

10

85

85

85

3
2

2

2


v

dv

10

3 
 85 2

2
10

3

xv

Cv
 

Cx  85
5

3 2 . 

Тогда исходный интеграл будет равен: 





 dx

x

x

85

37

2
Cxxxln  85

5

3
855

5

7 22
. 

Пример 1.11. Вычислить интеграл dx
xx

x





54

52
2

,  выполнив подста-

новку   54
2

1 2
xxt . 

Решение. Пусть     242
2

1
54

2

1 2 


 xxxxt . Выполним соответ-

ствующую замену переменной.   

 
 

   


















 dt

tt

t

dtdx

dttdx

tx

xt

dx
xx

x

5242

522

2

2

2

54

52
22
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



  dt

ttt

t

58444

542
2











 dt
t

dt
t

t
dt

t

t

1

9

1

2

1

92
222

 

 










dttdu

dttdu

tu

2

1

1

интеграла1для

2

2




  22 1
9

t

dt

u

du 
 121

arctg9ln
tu

C
t

u  

  
 2

2 arctg91ln
xt

Ctt     Cxxx  2arctg954ln 2
.

 

Замечание. Замена   cbxaxt
2

2

1
  упрощает интегралы, содержащие 

квадратные трехчлены cbxax 2 . 

1.4.3 Метод интегрирования по частям 

Теорема. Пусть подынтегральное выражение в неопределенном инте-

грале   dxxf  может быть представлено в виде  f x dx udv , где 

   ,   u u x v v x   ‒ дифференцируемые на интервале  ba;  функции. Тогда 

имеет место формула 

  duvvudvu .                                           (1.1) 

 Оказывается, что для некоторых классов подынтегральных выражений 

можно так выбрать функции  u u x  и  v v x , что неопределенный инте-

грал в правой части формулы (1.1) интегрирования по частям окажется про-

ще, чем интеграл в левой части. Приведем некоторые из таких ситуаций. 

1.  
















dx

x

x

e

xP

x

n






cos

sin , где  xPn   –  многочлен n-ой степени с действи-

тельными коэффициентами.  
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В этом случае рекомендуется положить  xPu n , dx

x

x

e

dv

x























cos

sin , а формулу 

(1.1) интегрирования по частям следует применить n  раз. 

2.  



























dx

mx

mx

mx

mx

kx

xP

a

n

arcctg

arctg

arccos

arcsin

log

.   В этом случае 





























mx

mx

mx

mx

kx

u

a

arcctg

arctg

arccos

arcsin

log

,   dxxPdv n , а 

формулу (1.1) интегрирования по частям в рассматриваемом случае рекомен-

дуется применить 1 раз. 

3. Интегралы вида dxxe
x  sin ,  dxxe

x  cos ,  dxx lnsin ,  

 dxx lncos ,  dxx sinln ,  dxx cosln . 

При нахождении интегралов указанного типа формулу (1.1) интегриро-

вания по частям следует применять дважды до получения линейного уравне-

ния относительно искомого интеграла. При еѐ первом применении безраз-

лично, что выбрать в качестве u , а при втором еѐ применении в качестве u  

следует выбрать функцию, родственную той, что была выбрана в первый раз.  

 Приведем некоторые примеры применения формулы интегрирования 

по частям. 

Пример 1.12. Найти    dxxх 2cos7 . 

Решение.  Данный интеграл первого типа, следовательно,  

  
 










xxdxdxxvdxxdv

dxduxu

dxxх
2sin

2

1
22cos

2

1
2cos2cos

7

2cos7   

     
  


 dxxx

х
dxxxх 2sin

2

1
2sin

2

7
2sin

2

1
2sin

2

1
7

 

     
Cxx

х
xdxx

х






  2cos

4

1
2sin

2

7
22sin

2

1

2

1
2sin

2

7
. 
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Замечание. При нахождении  произвольную постоянную  полагают 

равной нулю, то есть в качестве  берут только одну из первообразных. 

Пример 1.13. Найти    dxxxx ln522 . 

Решение.  Данный интеграл второго типа, следовательно, 

 
 

   










xx
x

dxxxvdxxxdv

dx
x

dxxduxu

dxxxx

5
3

5252

1
lnln

ln52
2

3
22

2
 

































  xx

x
xdx

x
xx

x
xx

x
x 5

3
ln

1
5

3
5

3
ln 2

3
2

3
2

3

 

Cx
xx

xx
x

xdxx
x






















  5

26
5

3
ln5

3

23
2

32

. 

Пример 1.14. Найти  xdxx
2ln . 

Решение.  Данный интеграл второго типа, так как интеграл  xdx
2ln  от-

сутствует в таблице интегралов. 

   













2

1
ln2lnln2lnln

ln
2

22

2

x
xdxvxdxdv

dx
x

xdxxxdxxduxu

xdxx  

  dxxx
x

xdx
x

x
xx

x ln
2

ln
1

ln2
22

ln
2

2
22

2

 

 

 

 
Применим второй раз  
формулу интегрирования 
по частям 

 

2

1
lnln

2
x

xdxvxdxdv

dx
x

dxxduxu


















  dx

x

x
x

xx
x

1

2
ln

22
ln

222
2  

C
x

x
xx

xxdxx
xx

x  
4

ln
22

ln
2

1
ln

22
ln

222
2

22
2

. 

v C

v
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Пример 1.15. Найти 
x

xdx

7sin

2
2

. 

Решение.  Данный интеграл можно отнести к первому типу, так как без 

x в числителе мы будем иметь табличный интеграл. Следовательно: 

 
  









x
x

xd

x

dx
v

x

dx
dv

dxdxxduxu

x

xdx

7ctg
7

1

7sin

7

7

1

7sin7sin

222

7sin

2

222

2
  

  












 xdxx

x
dxxxx 7ctg

7

2
7ctg

7

2
27ctg

7

1
7ctg

7

1
2  

  Cxx
x

xxdx
x

  7sinln
49

2
7ctg

7

2
77ctg

7

1

7

2
7ctg

7

2
. 

Пример 1.16.  Найти  dxxe
xsin2 . 

Решение. Очевидно, это интеграл третьего типа, имеем 

  









xdxxvdxxdv

dxedxedueu
dxxeI

xxx
x

cossinsin

2
sin

222
2

 
Применим второй раз  
формулу интегрирования 
по частям 

 
 

      dxexxe
xx 22 2coscos   dxxexe

xx cos2cos 22
 







 xdxxvdxxdv

dxedueu
xx

sincoscos

2 22

 xe
xcos2

 

   dxexxe
xx 22 2sinsin2  dxxexexe

xxx sin4sin2cos 222
. 

Таким образом, IxexeI
xx 4sin2cos 22  .  

Выразим из полученного равенства искомый интеграл I: 

xexeII
xx sin2cos4 22  , 

 xexeI
xx sin2cos5 22  , 

СxexeI
xx  sin

5

2
cos

5

1 22 . 
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1.5 Классы интегрируемых функций 

В связи с тем, что существуют неберущиеся интегралы, актуальной за-

дачей является задача об описании классов функций, для которых существу-

ют первообразные, являющиеся элементарными функциями. 

1.5.1 Интегрирование рациональных функций 

Важный класс функций, интегралы от которых всегда выражаются через 

элементарные функции, образуют рациональные функции, то есть функции, 

которые можно  представить  в виде дроби   
  ,xQ
xP

 где  xP ,  xQ  – много-

члены.  

Рациональная дробь называется правильной, если степень числителя 

меньше степени знаменателя. Если степень числителя больше или равна сте-

пени знаменателя, то рациональная дробь называется неправильной. 

Любая неправильная рациональная дробь может быть представлена в 

виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби с тем же знаме-

нателем. Это представление осуществляется при помощи процедуры деления 

многочленов «уголком». Процедура деления уголком аналогична процедуре 

деления чисел, с той лишь разницей, что при делении многочленов исполь-

зуются степени x , а не степени 10.  

Например, 
12

262
3

12

1
3

2
2

3

235








xx

xx
x

xx

xxx
;   .

1

1

1

1
22

3







x
x

x

xx

 

Таким образом, задача интегрирования рациональной функции сводится 

к интегрированию многочлена    m
mm

axaxaxW   ...1
10  и интегрирова-

нию правильной рациональной дроби 
 
 xQ
xR

.   

Интеграл от многочлена легко вычисляется:  

    Cxa...
m

x
a

m

x
adxa...xaxadxxW m

mm

m
mm 





 1

1

0
1

10
1

. 
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Отыскание интеграла от правильной рациональной дроби основано на 

следующих фактах: 

1. В алгебре доказывается, что каждый многочлен может быть представ-

лен в виде произведения       ...qpxx...xAxQ
mn  22 , где A  ‒ коэф-

фициент при старшей степени многочлена  xQ , а квадратные трѐхчлены ви-

да qpxx  22  имеют отрицательные дискриминанты (то есть не имеют дей-

ствительных корней). 

2. Если рациональная дробь 
 
 xQ
xR

 ‒ правильная, а многочлен  xQ  пред-

ставлен в виде       ...qpxx...xAxQ
mn  22 , то эту рациональную 

дробь можно единственным образом представить в виде суммы простейших 

рациональных дробей: 

 
       










 ...
x

A
...

x

A

x

A

xQ

xR
n

n

 2
21

 

   
...

qpxx

NxM

qpxx

NxM











22

22
2

11

22  
...

qpxx

NxM
m

mm 





22
,       (1.2) 

 

где 1A , 2A ,…, nA , 1M , 1N , 2M , 2N ,…, mM , mN ,… – некоторые веществен-

ные числа. 

Pавенство (1.2) называется разложением рациональной функции на 

элементарные рациональные дроби.  

Пример 1.17. Разложить правильную рациональную дробь 
 
 xQ

xR
 на сум-

му элементарных, если : 

1) знаменатель     43  xxxxQ       
 
  43 





x

C

x

B

x

A

xQ

xR
; 

2) знаменатель     827 22  xxxxQ      
 
  827 22 








xx

DCx

x

BAx

xQ

xR
; 
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3) знаменатель     352  xxxQ     
 
     32

5552 











x

D

x

C

x

B

x

A

xQ

xR
, 

где А, В, С, D – коэффициенты, которые надо определить. 

Чтобы определить числа 1A , 2A ,…, nA , 1M , 1N , 2M , 2N ,…, mM , mN ,…, 

умножают обе части разложения (1.2) с неизвестными пока 1A , 2A ,… на 

 xQ .  

В результате будут получены две равных дроби с одинаковыми знамена-

телями. Но тогда должны быть равны и числители этих дробей. Поскольку 

равенство между многочленом  xR  и многочленом, который получится в 

правой части, должно быть справедливо для всех x , то коэффициенты, стоя-

щие при одинаковых степенях x , должны быть равны между собой. Прирав-

нивая эти коэффициенты, получают систему уравнений, из которой находят 

неизвестные коэффициенты 1A , 2A ,…, nA , 1M , 1N , 2M , 2N ,…, mM , mN ,… 

Отметим также, что равенство многочленов, в частности, влечет за со-

бой и равенства левой и правой частей при любых частных значениях x. Это 

иногда позволяет облегчить нахождение коэффициентов 1A , 2A ,…, nA , 1M , 

1N , 2M , 2N ,…, mM , mN ,… Оказалось, что для этих целей удобны корни 

знаменателя.  

Описанный метод отыскания коэффициентов разложения рациональной 

функции называется методом неопределенных коэффициентов. 

Реализация метода неопределенных коэффициентов приводит к нахож-

дению интегралов следующих четырех типов: 

I. CxAdx
x

A


 


ln ; 

II. 
    

C
xr

A
dx

x

A
rr





  11 

, 1r ; 

III. dx
qpxx

BAx





22
; 
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IV.   dx
qpxx

BAx
r




22
, 1r , r  . 

Первые два интеграла являются табличными. Интеграл III типа сводится 

к табличным при помощи замены   pxqpxxt 


 2
2

1 2

 
(пример 1.11). 

Интеграл IV типа с помощью той же замены  приводится к вычислению двух 

интегралов: 

 
 

     













dt

qptppt

BptA

dtdx

ptx

pxt

dx
qpxx

BAx
rr

22 22

 

   
 
  











 dt

pqt

ApBAt
dt

qpt

ApBAt
dt

qpptpptt

BApAt
rrr 2222222 222

. 

Но квадратные трѐхчлены qpxx  22  мы условились рассматривать с 

отрицательными дискриминантами. Поэтому (по формуле для чѐтного коэф-

фициента при x):   01
2

2 22
2







 pqqpq

p
D    02  pq . 

Обозначим  22
pqa   и окончательно получим: 

       









rrr

at

dt
ApB

at

tdt
Adx

qpxx

BAx
22222 2

. 

Первый интеграл элементарно приводится к табличному, а ко второму 

интегралу можно применить формулу интегрирования по частям. 

Пример 1.18. Найти   dx
xx

x
 


14

35
. 

Решение. Дробь, стоящая под знаком интеграла, является правильной, 

(здесь: степень числителя равна 1, а степень знаменателя равна 2). Разложим 

дробь на сумму простейших (пример 1.7):   

     14
1414

35











xx
x

B

x

A

xx

x
, 
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   
  

     
1

14

4

14

14

1435













x

xxB

x

xxA

xx

xxx
, 

   4135  xBxAx . 

Последовательно в последнем тождестве положим значения x равными 

действительным корням знаменателя. Так мы сразу находим коэффициенты. 

    При    4x        014345  BA   
5

17
 A . 

    При    1x         410315  BA   
5

8
 B . 

Тогда Cxxdx
x

dx
x

dx
xx

x











  1ln
5

8
4ln

5

17

14)1)(4(

35 5
8

5
17

. 

Пример 1.19.   
dx

xx

xxx





27

502464
2

23

. 

Решение. Дробь, стоящая под знаком интеграла, является неправиль-

ной (степень числителя и степень знаменателя равны 3). Выделим целую 

часть (делением уголком), предварительно раскрыв скобки в знаменателе: 

. 

Тогда дробь, стоящую под интегралом, можно представить в виде суммы: 

     27

242
4

27

502464
2

2

2

23








xx

xx

xx

xxx
. 

Теперь разложим правильную дробь на сумму простейших: 

  
  27

2727

242 2

22

2












xx
x

C

x

BAx

xx

xx
,  

   
  

      
2

27

7

27

27

27242 2

2

2

2

22













x

xxC

x

xxBAx

xx

xxxx
, 

    72242 22  xCxBAxxx ,  
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     722242 222  xCxBxxAxx . 

Тут приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x.  

)3(

)2(

)1(

722

,24

,2

0

2

.CB

BA

CA

x

x

x





          

Решим систему уравнений: 

(1)     CA  2 , 

(2)       BC  224 , 

BC  244 , 

CB 2 , 

(3)       CC 7222  , 

CC 742  , 

11

2
C      

11

20

11

2
2 A ,   

11

4

11

2
2 B , тогда 

  
dx

xx

xxx
 


27

502464
2

23


















  dx

xx

x

27
4 11

2

2
11
4

11
20




  dx
x

x
dx

711

20
4

2
 

 
















  22

2

2
711

42
11

20
4

2

2

7

интеграла2для

211

2

711

4

x

dx

u

du

x

du
xdx

xdxdu

xu

x

dx

x

dx
 

  7ln
11

10
42ln

11

2

7
arctg

7

1

11

4

11

10
42ln

11

2 2
xxx

x

u

du
xx  

Cx
x

 2ln
11

2

7
arctg

711

4
. 
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Пример 1.20. Найти dx
xx

x
 


2)3(

7
. 

Решение. Дробь, стоящая под знаком интеграла, является правильной, 

(здесь: степень числителя равна 1, а степень знаменателя равна 3). Разложим 

дробь на сумму простейших (пример 1.7): 

   
 2

22
3

333

7











xx

x

C

x

B

x

A

xx

x
, 

   
 

     
 2

222

2

2

3

3

3

33

3

37

















x

xCx

x

xBx

x

xAx

xx

xxx
, 

    CxxBxxAx  337
2

. 

Сначала в последнем равенстве положим х равным нулям знаменателя 

(пример 1.18): 

    При    3x      СBA 30073    
3

10
 С . 

    При    0x        00370
2  СBA   

9

7
 A . 

Корней знаменателя больше нет, но еще один коэффициент не найден.  

В этом случае положим х равным любому действительному числу. Например,  

    1x          13113171
2  СBA , 

CBA  248 , 

3

10
2

9

7
48  B , 

9

14
8

3

10

9

28
2 B    

9

7
 B . 

Тогда  
   

























 dx

xxxxx

dx
2

3
10

9
7

9
7

2
333

 3ln
9

7
ln

9

7
xx  

 
  C
x

xxC
x











33

10
3ln

9

7
ln

9

7

1

3

3

10
1

. 
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Пример 1.21. Найти   dx
xx

x





22

2

1

1
. 

Решение. Подынтегральная функция является правильной рациональ-

ной дробью. Согласно данным выше рекомендациям, формальное разложе-

ние имеет следующий вид: 

     22

22222

2

1
111

1













xx
x

EDx

x

CBx

x

A

xx

x

 

, 

   
 

         
 22

22

2

2222

22

222

1

1

1

11

1

11
















x

xxEDx

x

xxCBx

x

xAx

xx

xxx
, 

      xEDxxxCBxxAx  111 2222
, 

      xEDxxxCBxxxAx  3242 121 , 

ExDxCxCxBxBxAAxAxx  2324242 21 , 

      .AxECxDBACxxBAx  2342 21  

Приравнивая коэффициенты при 4
x , 3

x , 2
x , 

1
x  и 0

x , приходим к си-

стеме уравнений: 

 
 
 
 
 5

4

3

2

1

1

,0

,20

,0

,0

0

1

2

3

4

.A

EC

DBA

C

BA

x

x

x

x

x









 

    10115  BB , 

    042  E , 

    211203  DD . 

Тогда разложение подынтегральной дроби будет: 

     22222222

2

1

2

1

1

1

02

1

011

1

1





















x

x

x

x

xx

x

x

x

xxx

x
,  
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а интеграл: 

    



















 dx
x

x

x

x

x
dx

xx

x
22222

2

1

2

1

1

1

1


x

dx





12
x

dxx

  


  22 1

2

x

dxx
 

= 






2

2

1

интегралов32,для
2

du
xdx

xdxdu

xu

xln 
u

du

2

1   2
u

du
xln uln

2

1
 

 12

1

xu

C
u

 

= xln 1ln
2

1 2  x C
x





1

1
2

. 

Пример 1.22. Найти  



dx

xx

x
22 52

35
. 

Решение. Положим     122
2

1
52

2

1 2 


 xxxxt   ,1 tx  тогда 

 522
xx     4522125121 222  tttttt , следовательно, 

 
 
    


















 dt

t

t
dt

t

t

dtdx

tx

xt

dx
xx

x
222222 4

85

4

315
1

1

52

35

 

   






2222 4

8

4

5

t

dt

t

dtt
.

 Выпишем и найдѐм отдельно каждый интеграл: 

1)   


 22 4

5

t

dtt







2

2

42

dz
tdt

tdtdz

tz

  






1

2
4

2 42

5

2

5

2

5

2
xttz

C
t

C
zz

dz
 

  C
xx





522

5
2

; 

2)   


 22 4

8

t

dt

        























 dt
t

t

t

t
dt

t

tt
dt

t
22

2

22

2

22

22

22 44

4
2

4

4
2

4

4

4

8
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  





  dt
t

t
dt

t
22

2

2 4
2

4

1
2

     42

1

44

:частямпоанияинтегриров
формулупримениминтегралаго-2Для

22222 











t

dt
t

t
vdt

t

t
dv

dtdutu  

  
























 

444

1
2

42

1

42
2

4

1
2

222222
t

dt

t

t
dt

tt

dt

t

t
dt

t
 

C
xx

xx
C

t

tt

t

t
dt

t xt






















52

1

2

1
arctg

2

1

42
arctg

2

1

44

1
2

1
222

. 

Окончательно получим: 

  



 dx

xx

x
22 52

35

    





 2222 4

8

4

5

t

dt

t

dtt

 


522

5
2

xx



2

1
arctg

2

1 x
 

  Сx

xx

x
C

xx

x














2

1
arctg

2

1

522

72

52

1
22

.

  

1.5.2 Интегрирование иррациональных функций 

Некоторые интегралы от простейших иррациональных  функций сводят-

ся к интегралам от рациональных функций (или, как говорят, рационализи-

руются) и могут быть найдены методами,  рассмотренными ранее. 

Интегралы вида  










dx
dcx

bax
xR m, ,  

где dcba ,,,  – некоторые числа 





 

d

b

c

a
, 

m  – натуральное число,  

R  – рациональная функция от x  и от m

dcx

bax




.  

Покажем, что такой интеграл рационализируется подстановкой   m

dcx

bax
t




 .  



29 

 

В самом деле, 
dcx

bax
t
m




 , 

dtcxtbax
mm  , 

bdtcxtax
mm  , 

  bdtctax
mm  , 

m

m

cta

bdt
x




 .  

Тогда      
  























2

11

m

mmmm

m

m

cta

cmtbdtctadmt

cta

bdt
x  

 
 

 
 2

1

2

1

m

m

m

mmm

cta

bcdamt

cta

bcdctdctdamt











     

 
  dt

act

bcadmt
dx

m

m

2

1







. 

Окончательно получим 

 
 

 
   



























 

dttRdt

act

bcadmt
t

cta

bdt
Rdx

dcx

bax
xR

m

m

m

m
m

12

1

,, ,  

где  tR1  ‒ рациональная функция аргумента t . 

Пример 1.23.  Вычислить .
x

dx

x

x





11

1
 

Решение. Сделав подстановку 
x

x
t





1

1
, получим: 

x

x
t





1

12
, 

221 xttx  , 

122  txtx , 

  11 22  ttx , 

2

2

1

1

t

t
x




         
22

22

2

2

1

2

1

11

1

1
11

tt

tt

t

t
x











 ; 
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   
 

 
  


























22

22

22

22

2

2

1

112

1

2112

1

1

t

ttt

t

tttt

t

t
x  

   2222 1

4

1

22

t

t

t

t







          

 
.

t

dtt
dx

22 1

4




 

Далее имеем: 

 















 22

2

1

4

2

1

1

1

1

1

11

1

t

dttt
tdx

xx

x

x

dx

x

x

  








  dt
t

t

t

dtt

1

11
2

1
2

2

2

2

2

  



















1
22

1

1

1

1
2

222

2

t

dt
dtdt

tt

t
 

C
x

x

x

x
Ctt 









1

1
arctg2

1

1
2arctg22 . 

Пример 1.24.  Вычислить   3 xx

dx
. 

Решение. 
       

















 tt

dtt

tt

dtt

dttdx

tx

xt

xx

dx

xx

dx

1

66

6

2

5

32

5

5

6

6

36263
 

 



1

6
3

t

dtt
 









 dt

t
tt

1

1
16 2 










 Ctt

tt
1ln

23
6

23

 

 Ctttt 1ln6632 23   .Cxxxx  1ln6632 663
 

Здесь, при интегрировании рациональной дроби, мы выделили целую 

часть делением уголком: 
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Пример 1.25. Найти  
 1

2 xxx

dx
. 

Решение. Поскольку трехчлен 1
2  xx  имеет отрицательный дискри-

минант, сделаем подстановку xtxx  1
2 . Возводя обе части равенства 

в квадрат, получаем  222
21 xtxtxx   или txtx 21

2  ; отсюда 

t

t
x

21

12





  
    

   
 





 dt

t

ttt
dtxdx

2

2

21

21212

 





dt

t

ttt
2

22

21

2242
 

 
dt

t

tt
2

2

21

222




 .  

Тогда 
 






dt

tt

tt

xxx

dx
2

2

2 21

222

1
. Далее имеем: 

   
 2

22

2

21
212121

222
tt

t

D

t

B

t

A

tt

tt











, 

    DttBttAtt  2121222
22 , 

    DtttBttAtt  222 2441222 , 

    AtDBAtBAtt  424222 22 . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t , получаем си-

стему уравнений первой степени относительно DBA ,, : 

 
 
 3

2

1

2

,24

,224














.A

DBA

BA

 

    3222413  BB , 

    323242  DD .  Следовательно, 

   22

2

21

3

21

32

21

222

ttttt

tt










, и окончательно 

 
 

  




















 t

td

t

dt
dt

tttxxx

dx

21

21

2

3
2

21

3

21

32

1
22
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 
    












1
2

2212

3
21ln

2

3
ln2

21

21

2

3

xxxt

C
t

tt
t

td
 

 1ln2 2
xxx C

xxx

xxx 





 


12212

3
1221ln

2

3

2

2 .                    

Интегралы вида dxxaxR
m 





  22; , dxxaxR

m 




  22; ,  

dxaxxR
m 





  22;  интегрируются с помощью следующих тригонометри-

ческих подстановок: 

1) dxxaxR
m 





  22; :  tax sin , xdtadx cos , 

tataaxa cossin22222  ; 

2) dxxaxR
m 





  22; :  tax tg , 

t

adt
dx

2cos
 , 

t

a
taaxa

cos
tg22222  ; 

3) dxaxxR
m 





  22; :   

t

a
x

sin
 , dt

t

ta
dx

2sin

cos
 ,

ta
t

t
aa

t

a
ax ctg

sin

sin1

sin 2

2
2

2

2
22 


 . 

В случае, когда показатель степени  является нечетным числом, целе-
сообразнее использовать подстановку, как в примере 1.23, то есть обозначить 
корень за . 

Пример 1.26. 
 22

5

x

dxx
. 

Решение. Под интегралом мы видим 5
x , поэтому сделаем замену, ана-

логичную примеру 1.23: 

    






















dtt
t

dtt

t

t

t

dtt
dt

t

t
dx

tx

tx

xt

x

dxx 42

2

52

22

2

22

2

2

5

2
2

2

222

2

2

2

2

2
 

m

t
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       


  22
5

2
42

5
442 2

52
2

5
422

x
x

Ctt
t

dtttdtt

Cx  24 2
. 

1.5.3 Интегрирование тригонометрических функций 

Рациональной функцией от двух переменных u  и v  называется функция 

 vuR ; , получающаяся из двух переменных u  и v  и некоторых постоянных, 

над которыми производятся только операции сложения, вычитания, умноже-

ния и деления. Если переменные u  и v , в свою очередь, являются функциями 

переменной x :    xv,xu   , то функция     xxR  ;  называется раци-

ональной функцией от  x  и  x .  

Например, функция  
xx

xx
xf

cos2sin

cossin
3

22





 
является рациональной функ-

цией  относительно xsin  и  xcos , то есть     xxRxf cos;sin . 

Интегралы от некоторых рациональных тригонометрических функций 

сводятся к интегралам от рациональных алгебраических функций.  

Интегралы вида   dxxxR cos;sin
 
всегда сводятся к интегралам от ра-

циональных функций с помощью подстановки, которая называется универ-

сальной тригонометрической подстановкой: 

t
x


2
tg    tx arctg2 , dt

t
dx

1

2
2 

 ; 
1

2
sin

2 


t

t
x ; 

1

1
cos

2

2





t

t
x .       (1.3) 

Тогда  
22

2

2 11

1
;

1

2
2cos;sin

t

dt

t

t

t

t
RdxxxR
















  . 

Хотя такая подстановка позволяет найти любой интеграл от рациональ-

ных тригонометрических функций, во многих случаях она приводит к гро-

моздким вычислениям, и тогда удобнее пользоваться другими, более эффек-

тивными подстановками, которые приведѐм ниже. 
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1. Если подынтегральная функция чѐтная относительно совокупности 

функций sin x и cos x, то есть    xxRxxR cos;sincos;sin   как, например, 

 
dxcxxbxa

xxR



22 coscossinsin

1
cos;sin , 

то целесообразно применить подстановку xtgt  , при этом: 

222 1
,

1

1
cos,

1
sin

t

dt
dx

t
x

t

t
x








  .                           (1.4) 

2. Если подынтегральная функция  нечѐтная относительно функции 

sin x, то есть    xxRxxR cos;sincos;sin   как, например, 

   xxxxR
23 cos5sincos;sin  , 

то интеграл рационализируется с помощью подстановки   xt сos . 

3. Если подынтегральная функция  нечѐтная относительно функции 

xcos , то есть    xxRxxR cos;sincos;sin   как, например, 

 
xx

xxR
25 sincos

1
cos;sin


  , 

то интеграл рационализируется с помощью подстановки   xt sin . 

4. Если подынтегральная функция  представляет собой произведение 

чѐтных степеней синуса и косинуса, то есть   xxxxR
mn 22 cossincos;sin  , то 

еѐ можно упростить с помощью формул понижения степени:  

 ,2cos1
2

1
sin 2                                              (1.5) 

 ,2cos1
2

1
cos2                                              (1.6) 

 2sin
2

1
cossin  .                                          (1.7) 

5. При вычислении интегралов от произведения двух тригонометриче-

ских функций  пользуются  формулами  преобразования произведения в 

сумму: 

     sinsin
2

1
cossin ,                             (1.8) 
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     coscos
2

1
sinsin ,                             (1.9) 

     coscos
2

1
coscos .                          (1.10) 

6. Интегралы вида   xdx
ntg ,   xdx

nctg , где ,...4,3,2n ,  решают под-

становкой соответственно  xu tg ,  xu сtg . 

Иногда полезно использовать формулы:  




2

2
tg1

cos

1
 ,  


2

2
ctg1

sin

1
 .                          (1.11) 

Если показатель степени 2n , то проще воспользоваться тригономет-

рическими формулами: 




cos

sin
tg  ,                                                 (1.12) 




sin

cos
ctg  .                                                (1.13) 

Пример 1.27.  Найти dx
x

  sin1

1
.    

Решение. Воспользуемся подстановкой (1.3):  






























  dt

t

t

tt
dt

t

t

t

dt
t

dx

t

t
x

tx

t
x

dx
x 1

2

1

21

1

1

2

1

2
1

1

1

2

1

2
sin

arctg2

2
tg

sin1

1
2

2

22

2

2

2

 

 
 

 
C

x
C

t
C

t

t

td
dt

tt x
t

























2

tg1

2

1

2

1

1
2

1

1
2

21

2

2
tg

1

22
. 
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Пример 1.28.  Найти  dx
x

x

5sin

5cos3

. 

Решение. В числителе x5cos  с нечѐтным положительным показателем 

степени. Отделим от x5cos3  один множитель, а затем используем формулу 

xx 5sin15cos 22   и сделаем замену переменной: 




   dxx
x

x
dxx

x

x
dx

x

x
5cos

5sin

5sin1
5cos

5sin

5cos

5sin

5cos 223








5
5cos

5cos5

5sin

du
xdx

xdxdu

xu

 














  duu

u

du
du

u

u

u
du

u

u
2
3

5

1

5

11

5

11

5

1 22

 Сu
u

2
5

2
5

5

1
2

5

1
 

CxxСuu
xu




5sin
25

2
5sin

5

2

25

2

5

2 5

5sin

5
. 

В примере 1.28 мы применили следующие свойства степеней:  

 2

1

aa  ,  kn

k

n

a
a

a  . 

Пример 1.29.  Найти dxx 2sin2 . 

Решение. Так как под интегралом x2sin  с чѐтным положительным по-

казателем степени, то применим формулу (1.5): 

     xdxxdxxdxdxxdxx 44cos
4

1

2

1

2

1
4cos

2

1

2

1
4cos1

2

1
2sin2

 

Cx
x

 4sin
8

1

2
. 
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Пример 1.30.  Найти  xdx7ctg2 . 

Решение. Bоспользуемся формулой (1.13): 












  dx

x
dx

x

x

x
dx

x

x
dx

x

x
xdx

7sin

1

7sin

7sin

7sin

1

7sin

7sin1

7sin

7cos
7ctg

22

2

22

2

2

2
2

  Cxxxxd
x

dx   7ctg
7

1
7

7sin

1

7

1
2

. 

Контрольные вопросы 

1. Сформулировать определение первообразной. 

2. Каковы основные свойства неопределѐнного интеграла? 

3. Перечислить этапы решения интеграла . 

4. Записать формулу интегрирования по частям. 

5. Объяснить правило разложения рациональной дроби на сумму про-

стейших. 

6. Перечислить методы нахождения неопределѐнных коэффициентов 

при разложении рациональной дроби на сумму простейших. 

7. Сформулировать универсальную тригонометрическую подстановку. 

8. Какую подстановку следует делать в интегралах, содержащих ли-

нейную иррациональность? 

9. Привести примеры тригонометрических подстановок для интегриро-

вания иррациональностей. 

10. Указать целесообразные подстановки для отыскания интегралов: 

dx
x

x


ln
,   dxxe

x sincos ,   dxxx  32 1 ,   dxxx cossin ,   dx
x

x


 21
. 

 

 

 


 2285 xx

dx
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ГЛАВА 2 ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

2.1 Задачи, приводящие к понятию определѐнного интеграла 

2.1.1 Задача о площади криволинейной трапеции 

Пусть функция  xfy   определена, непрерывна и неотрицательна на 

отрезке  ba;  вещественной оси. Криволинейной трапецией называют часть 

плоскости, ограниченную прямыми ax  , bx  , осью Оx  0y   и графиком 

функции  xfy   (рисунок 2.1). 

 

Рисунок 2.1 − Криволинейная трапеция 

Будем искать площадь криволинейной трапеции. Поступим следующим 

образом: разобьѐм отрезок   ba;   на n  частей  точками                      (рисунок 2.2). На каждом отрезке разбиения ];[ 1 ii xx   выберем 

произвольную точку     и обозначим 1Δ  iii xxx  (длина отрезка разбиения 

];[ 1 ii xx  ), где .,1 ni   

 

Рисунок 2.2 – Разбиение отрезка 

Площадь криволинейной трапеции найдем сначала приближѐнно. Через 

каждую из точек ix , n,i 1  проведем прямые параллельно оси Оy, разбиваю-

 

 

 

 

 

…               …             

Рис. 5.1. Разбиение отрезка  
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щие криволинейную трапецию на элементарные части. Площадь каждой из 

элементарных частей приближѐнно заменим площадью прямоугольника со 

сторонами ixΔ ,  if  , n,i 1 .  

Площадь всей криволинейной трапеции приблизительно равна площади 

построенной «ступенчатой» фигуры (рисунок 2.3). 

 

Поскольку площадь элементарной части с номером i есть   ii xf Δ , то 

для искомой площади имеет место приближѐнное равенство  



n

i
ii xfS

1

Δ . 

Ясно, что написанное приближѐнное равенство тем точнее, чем «мельче» 

разбиение криволинейной трапеции на элементарные части.  

Будем говорить, что разбиение измельчается неограниченно, если по-

строена последовательность описанных разбиений так, что   0Δmax
,1




i
ni

x  

при n .  

Из приведенных выше соображений вытекает, что площадь криволиней-

ной трапеции может быть найдена по формуле  

  







 



n

i
ii xfS

10
Δlim 


.                                             (2.1) 

                          O 
… 

            

       

… 

Рисунок 2.3 – Разбиение криволинейной трапеции 
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2.1.2 Задача о массе прямолинейного стержня 

Предположим, что материальный стержень  расположен на отрезке  ba;  

вещественной оси и плотность распределения масс этого стержня  x    

известна как функция точки  bax ; . Функцию  x  будем считать непре-

рывной. Требуется найти массу всего стержня. 

Сначала найдем приближѐнное значение массы стержня. Разобьем отре-

зок   ba;   на       элементарных   частей   точками                        На каждом элементарном отрезке ];[ 1 ii xx   выберем произвольную 

точку i   и положим  1Δ  iii xxx , .,1 ni     

Поскольку на достаточно малых промежутках значения непрерывной 

функции   x  меняются мало, то можно считать, что приближѐнно плот-

ность на элементарном отрезке с номером i равна  i . Тогда, по известной 

формуле для массы однородного  стержня, масса  элементарного отрезка есть  

  ii xΔ .  

Следовательно,  искомая  масса   i

n

i
i xM Δ

1




  .   При   этом   последнее 

приближѐнное равенство тем точнее, чем мельче разбиение отрезка  ba;  на 

элементарные части. Из приведенных соображений следует, что 

  







 


i

n

i
i xM Δlim

10



,                                        (2.2) 

где   0Δmax
,1




i
ni

x  при n .  

Замечание. Формулы (2.1) и (2.2), решающие разные задачи, приводят к 

совершенно идентичным вычислениям. Более того, оказалось, что по анало-

гичным формулам могут быть получены решения огромного количества дру-

гих задач из самых разных областей естествознания. Это привело к мысли о 

существовании общего, абстрактного понятия, обобщающего формулы (2.1), 

(2.2) и другие аналогичные. Этим понятием является определѐнный интеграл, 

определение которого даѐтся ниже. 
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2.2 Понятие определѐнного интеграла 

Пусть на отрезке  ba;  задана  функция  xfy  . Разобьем отрезок  ba; на  n отрезков точками                  . 

На каждом отрезке разбиения ];[ 1 ii xx   выберем произвольную точку i  

и обозначим  1Δ  iii xxx  (длина отрезка разбиения ];[ 1 ii xx  ), где ni ,1  

(рисунок 2.2). 

Определение.  Сумму вида 

       



n

i
iinnn xfxζf...xfxf

1
2211 ΔΔΔΔ                   (2.3) 

называют интегральной суммой функции  xf   на отрезке  ba; , построен-

ную по произведѐнному разбиению отрезка на элементарные части и вы-

бранным точкам i .  

Очевидно, что интегральная сумма зависит как от способа разбиения от-

резка  b;a , так и от выбора точек i , ni ,1 . 

Обозначим, как и выше,  i
ni

xΔmax
,1

  и будем говорить, что разбиение 

отрезка на элементарные части неограниченно измельчается, если 0 . 

 

Определение. Будем говорить, что функция  xf  интегрируема (по Ри-

ману) на отрезке  ba; , если предел интегральной суммы (2.3) при 0  су-

ществует, конечен и не зависит  от способа разбиения отрезка  ba;  точками 

121 ,...,, nxxx  и выбора точек i   ni ,1 .  

Если функция )(xf  интегрируема на отрезке  ba; , то определѐнным 

интегралом от этой функции по отрезку  ba;  называют предел интегральных 

сумм (2.3) при условии неограниченного измельчения отрезка. 
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Определѐнный интеграл от функции  xf  на отрезке  ba;  обозначают  

 dxxf
b

a

 . 

Следовательно, по определению 

    







 



n

i
ii

b

a

xfdxxf lim
10

Δ


.                                 (2.4) 

Число a называют нижним пределом интегрирования, а число b – верх-

ним пределом интегрирования, функцию  xf  называют подынтегральной 

функцией, а  dxxf  – подынтегральным выражением. 

Вопрос об условиях существования определѐнного интеграла связан с 

исследованием поведения интегральных сумм и является сложным. В связи с 

этим мы приведем без доказательства достаточное условие существования 

определенного интеграла. 

Теорема. Достаточное условие существования определѐнного инте-

грала. Пусть функция  xf  непрерывна на отрезке  ba; , тогда она интегри-

руема на этом отрезке. 

2.3 Геометрический смысл определѐнного интеграла 

Пусть функция  xf  неотрицательна и непрерывна на отрезке  ba; . При 

решении задачи о площади криволинейной трапеции мы получили, что еѐ 

площадь может быть найдена по формуле (2.1). Сравнивая правую часть этой 

формулы с определением определѐнного интеграла, заключаем, что  

 dxxfS
b

a

 .                                                  (2.5) 

Это означает, что определѐнный интеграл от неотрицательной подынте-

гральной функции численно равен площади криволинейной трапеции, огра-

ниченной линиями ax  , bx  , 0y ,  xfy  . 
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2.4 Механический смысл определѐнного интеграла 

Вернемся к задаче о массе прямолинейного стержня. При решении зада-

чи о массе стержня, расположенного на отрезке  ba;  и имеющего плотность 

распределения масс  x , была получена формула (2.2). Сравнивая эту фор-

мулу с определением определѐнного интеграла (2.4), заключаем, что имеет 

место равенство 

 dxxfM
b

a

  .                                             (2.6) 

Формула (2.6) означает, что определѐнный интеграл от неотрицательной 

подынтегральной функции численно равен массе стержня, лежащего на от-

резке интегрирования, причем плотность распределения масс этого стержня 

является подынтегральной функцией. 

2.5 Свойства определѐнного интеграла 

Ниже мы предполагаем, что все интегралы, содержащиеся в приводи-

мых формулах, существуют. Доказательства этих формул немедленно выте-

кают из свойств сумм и пределов. 

Пусть b > a, тогда:  

1.

 

abdx
b

a

 .  

2. Если поменять местами пределы интегрирования, то определѐнный 

интеграл сменит знак на противоположный,  то есть    dxxfdxxf
a

b

b

a

  . 

3. Для любого  bac ;  справедливо равенство  

     dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a

  . 
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4. Постоянный множитель можно выносить за знак определѐнного инте-

грала, то есть    dxxfkdxxfk
b

a

b

a

  , где k = const. 

5. Определѐнный интеграл от суммы (разности) интегрируемых функций 

равен сумме (разности) интегралов от функций слагаемых, то есть 

        dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a

  . 

6. Если функции  xf  и  xg  интегрируемы на отрезке  ba;  и 

   xgxf    bax ; , то и    dxxgdxxf
b

a

b

a

  . 

Следствие из свойства 6. Если функция  xf  интегрируема на отрезке 

 ba;  и   0xf   bax ; , то    0 dxxf
b

a

. 

7. Если функция  xf  ограничена и интегрируема на отрезке  ba;  и  

  Mxfm 
  

 bax ; , то       abMdxxfabm
b

a

  . 

8. Теорема о среднем.  Пусть функция  xfy   определена и непрерыв-

на на отрезке  ba; , тогда найдется точка  bac ; , такая что 

     abcfdxxf
b

a

 .  

Доказательство. Ясно, что   Mxfm 
 

 bax ; , где Mm,  

наименьшее и наибольшее значения функции  xfy   на отрезке  ba; .  

Тогда, в силу свойства 6, имеем   dxMdxxfdxm
b

a

b

a

b

a

  .  

Но  dxk
b

a

 4свойствупо  
b

a

dxk  1свойствупо  abk  , поэтому 

предыдущее неравенство можно будет преобразовать следующим образом: 
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     abMdxxfabm
b

a

 
  

или    Mdxxf
ab

m
b

a




 
1

. 

 Поскольку непрерывная функция принимает все значения, заключенные 

между своими наименьшим и наибольшим, то найдѐтся точка  bac ;  такая, 

что    dxxf
ab

cf
b

a




1
.    

Замечание. Число  cf  называют средним значением функции  xf  на 

отрезке  ba; . 

9. Интегрирование чѐтных и нечѐтных функций на симметричном 

отрезке. 

Теорема 1. Если функция   xf   нечѐтна     xfxf естьто  и непре-

рывна на отрезке  aa; , то   .dxxf
a

a

0


 

Теорема 2. Если функция   xf    чѐтна     xfxf естьто  и непре-

рывна на отрезке  aa; , то     .dxxfdxxf
aa

a

 
 0

2  

10. Интегрирование  периодических функций на отрезке, кратном 

периоду.  

Определение. Функция  xf  называется периодической с периодом  ,T

если для всех x  из области определения функции справедливо 

   xfTxf  .  

Напомним, что периодом называется наименьшее число 0T , удовле-

творяющее последнему равенству.  

Теорема. Если функция   xf  ‒ периодическая и непрерывная на отрезке 

 T;0 , то     
 ТТa

a

dxxfdxxf

0

,  где  Т ‒ период функции  xf . 
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2.6 Интеграл с переменным верхним пределом 

Пусть функция  tf  интегрируема на отрезке  ba; . Тогда она интегри-

руема на произвольном отрезке  xa; , где  bax ; . Рассмотрим следующую 

функцию аргумента  x: 

   
x

a

dttfxФ .                                              (2.7) 

Определение. Функция  xФ  называется интегралом с переменным 

верхним пределом.  

Теорема Барроу. Для любой интегрируемой на отрезке  ba;  функции 

 xf  интеграл с переменным верхним пределом является первообразной для 

этой функции на интервале  ba; . 

Доказательство. По определению производной имеем  
x

Ф
xФ

x Δ
Δ

lim
0Δ 

 ,  

где         



xx

a

x

a

dttfdttfxФxxФФ
Δ

ΔΔ .   

В силу свойства 3 определенных интегралов  

      



xx

x

xx

a

x

a

dttfdttfdttf
ΔΔ

, поэтому  



xx

x

dttf)x(Ф
Δ

Δ .  

Согласно теореме о среднем найдѐтся точка   xxxc Δ;   такая, что 

        xcfxxxcfdttf
xx

x

ΔΔ
Δ




. А точку c  в этом случае можно пред-

ставить в виде xθxc Δ  при  1;0 . Тогда  

    xxθxfdttf)x(Ф
xx

x

ΔΔΔ
Δ

 


, где  1;0 . Следовательно,  

        xfxθxf
x

xxθxf

x

Ф
xФ

xxx






Δlim

Δ
ΔΔ

lim
Δ
Δ

lim
0Δ0Δ0Δ

. Это значит, 

что функция  xФ  является первообразной для  xf  на интервале  ba; . 
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2.7  Формула Ньютона-Лейбница 

Из теоремы Барроу и теоремы об общем виде первообразной следует, 

что если  xF  ещѐ одна первообразная функции  xf
 
на интервале  ba; , то 

найдется такая константа С, что     CxFx   или     CxFx  , поэто-

му     CxFdttf
x

a

 . Отметим, что последнее равенство верно для всех 

 bax ; .  

Полагая ax  , получим     CaFdttf
a

a

 . Отсюда, по свойству 1 опре-

делѐнного интеграла,  получаем   CaF 0     aFC  .  

Теперь, полагая bx  , получим        aFbFCbFdttf
b

a

 , то есть 

     aFbFdttf
b

a

 .                                         (2.8) 

Формулу (2.8) называют формулой Ньютона-Лейбница. Разность 

   aFbF   иногда записывают в виде  
a

b

xF . Поэтому формуле Ньютона-

Лейбница можно придать следующий вид:  

       aFbFxFdxxf

a

bb

a

 ,                                 (2.9) 

где  xF  – любая из первообразных функции  xf . 

Пример 2.1. Вычислить определѐнный интеграл 
e

x

dx

1

. 

Решение.  Вычислим интеграл, применив таблицу неопределенных ин-
тегралов и формулу Ньютона-Лейбница (2.9): 

1011lnlnln

1 1

 ex
x

dx
e e

. 
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Пример 2.2. Вычислить определѐнный интеграл 
 

1

1
21 x

dx
. 

Решение. Используем таблицу неопределѐнных интегралов, затем по 

формуле Ньютона-Лейбница получим 

 



 

1arctg1arctgarctg
1

1

1 1

1

2
x

x

dx
 1arctg1arctg .

24
21arctg2




 

Приведѐм второй способ вычисления данного интеграла – с использова-

нием свойства 9. 

Так как подынтегральная
 
функция

 
21

1

x
 является чѐтной, то  

 
2

0
4

20arctg1arctg2arctg2
1

2
1

1

1

1

0 0

1

22









 





 


x
x

dx

x

dx
. 

2.8 Методы вычисления определѐнных интегралов 

В связи с тем, что формула Ньютона-Лейбница позволяет свести вычис-

ление определѐнного интеграла к нахождению первообразной, все методы 

нахождения неопределѐнных интегралов применимы и для определѐнных. 

Разумеется, при  этом соответствующие методы должны быть модифициро-

ваны. 

2.8.1 Метод замены переменной (метод подстановки) 

Теорема.  Пусть выполняются следующие условия:  

1) функция  xf  определена и непрерывна на отрезке  ba; ;   

2) функция  tx   имеет непрерывную производную на  ; ;  

3)   a ,   b . Тогда справедлива формула замены переменных 

в определѐнном интеграле 

       



 dtttfdxxf

b

a

. 
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Замечание. При вычислении определѐнного интеграла с помощью заме-

ны переменной не нужно возвращаться к старой переменной, но обязательно 

следует  пересчитать пределы интегрирования:   

x  t 

b α 

a β 

Пример 2.3. Вычислить  

4

0
1 x

dx
.  

Решение. Сделаем замену переменной. 

tdtdx

txxt

x

dx

21

24

0 


  

x     xt     

4  24   

0  00   
 

 







2

0

2

0
1

11
2

1

2
dt

t

t

t

tdt
 

  





























   
0

22

0

2

0

2

0

2

0

1ln2
1

1
2

1

1

1

1
2 ttdt

t
dtdt

t
dt

t

t
 

     9ln43ln241ln03ln22  . 

Пример 2.4. Вычислить 
 


1

0
228 x

xdx
. 

Решение. Сделаем замену переменной. 

 
duxdx

xdxdu

xu

x

xdx

2

1

2

8

8

2
1

0
22










  

 

x  28 xu   

1 718 2   

0  808 2   

  
7

8
2

7

8
2

2
1

2

1

u

du

u

du
 

(свойство 2) 
8

7
22

1

u

du
  

8

7

2

2

1
duu

112

1

7

1

8

1

2

11

2

1

12

1
8

7

8

7

1







 






u

u
. 
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Пример 2.5. Вычислить dxxx cossin

2

3

3



. 

Решение. Под знаком интеграла xsin  с нечѐтным положительным пока-

зателем степени. Отделим от x
3sin  один множитель, используем формулу 

xx
22 cos1sin   и сделаем замену переменной: 

    xdxxxxdxxxdxxx sincoscos1sincossincossin

2

3

2
2

3

2
2

3

3











 

xdxdu

xu

sin

cos




  

 

x  xu cos  

2  0
2

cos 
  

3  
2

1

2
cos 


 

    duuu
0

21

21 (свойство 2)= 

  duuu 
21

0

2 2
1

1   


















  

21

02
3

2
7

21

0

21

0

2
2
3

2
7

2
1

2
5

2
1

1
uu

duuuduuu  

21

0

3

3

2

7

2













uuuu

168

225

284

25

23

1

228

1

3

2

7

2
2
1

2
1

2
1

8
1










 . 

2.8.2 Метод интегрирования по частям 

Теорема. Пусть функции  и  непрерывны на отрезке 

 ba;
 
и имеют непрерывные производные на интервале  ba; . Тогда справед-

лива формула интегрирования по частям для определенных интегралов: 

 
b

aa

bb

a

vduuvudv                                              (2.10) 

или, в более подробной записи 

             
b

aa

bb

a

.dxxuxvxvxudxxvxu  

 xuu   xvv 
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Пример 2.6. Вычислить   
3

1

31 dxex
x . 

Решение. Применим формулу (2.10) интегрирования по частям для 

определѐнного интеграла, учитывая, что интеграл первого типа: 

  xxxx
exdedxevdxedv

dxduxu

3333

3

1
3

3

1

1






, тогда 

  





 


  39

3

1

339
3

1

3
3

1

3
3

1

3

3

2

3

4

9

1

3

2

3

4

3

1

3

1
1 eeeeedxee

x
dxex

xxxx

 

   511
99

5

9

11

9

1

9

1

3

2

3

4

9

1 3
3

39393939  e
e

eeeeeeee . 

Пример 2.7. Вычислить 
1

0

arctg dxx . 

Решение. Применим формулу (2.10) интегрирования по частям для 

определѐнного интеграла, учитывая, что интеграл второго типа: 

xvdxdv

x

dx
duxu





21

arctg
, тогда 




1

0
2

0

11

0 1
arctgarctg

x

xdx
xxxdx  = 

Вспомним, что 
 

Cx
x

xd

x

xdx








 2

2

2

2

1

2
1ln

2

1

1

1

1
. 

=   
1

0

21ln
2

1
011 xarctg   2ln

4
2ln

2

1

4
1ln2ln

2

1

4



. 
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2.9 Геометрические приложения определенного интеграла 

2.9.1 Вычисление площадей 

Площадь криволинейной трапеции 

Выше мы показали, что площадь криволинейной трапеции, ограничен-

ной сверху графиком функции  xfy   
  0при xf , слева и справа соот-

ветственно прямыми bxax  , , снизу отрезком   ba;  оси Ox вычисляется 

по формуле (2.5)   
b

a

dxxfS . 

Пример 2.8. Вычислить площадь, образованную одной аркой синусоиды 

и осью Ох.

 Решение. Рассматриваемая область имеет вид, представленный на ри-

сунке 2.4. 

 

Рисунок 2.4 – Область, ограниченная одной аркой синусоиды  

и осью Ох 

Площадь одной арки вычислим по формуле (2.5). 

 
b

a

dxxfS , где 0a , b ,   xxf sin , тогда  

      211110coscoscossin

0 0

 
 

xxdxS . 
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Пример 2.9. Вычислить площадь области, ограниченной эллипсом (ри-

сунок 2.5). 

 

 Рисунок 2.5 – Область, ограниченная эллипсом 

Решение. Из канонического уравнения эллипса 1
2

2

2

2


b

y

a

x , где 0 ba , 

имеем  22

22

2

2

2 1
1 xa

aa

x

b

y


  


 
 22

2

2
2

xa
a

b
y 

  
  

22
xa

a

b
y  . 

Тогда искомую площадь можно вычислить как четыре площади фигуры, 

расположенной в 1 четверти, то есть 

 
aa

dxxa
a

b
dxxa

a

b
S

0

22

0

22 4
4  

taxa

dttadx

tax

cos

cos

sin

22 




 

 

   x  
a

x
t arcsin  

a  
2

1arcsinarcsin



a

a
 

0  00arcsin
0

arcsin 
a

 

  
2

0

2
22

0

cos
4

coscos
4


dtt

a

ba
dttata

a

b

 




 
2

0
2

cos21
4


dt

t
ab   






 

0

22

0

sin2
2

1
2cos212


ttabdttab  













 






  0sin

2

1
0sin

2

1

2
2 

ab abab 


2
2 . 



54 

 

Площадь области, ограниченной линиями,  
заданными в декартовых координатах 

Если функции  xyy н  и  xyy в  определены и непрерывны на отрез-

ке  ba; , причѐм    xyxy вн    bax ; , то площадь области P , заключен-

ной между графиками функций  xyy н ,  xyy в  и прямыми ax  ,  bx   

(рисунок 2.6) равна: 

     
b

a

нв dxxyxyS .                                          (2.11) 

 

Рисунок 2.6 – Область P , заключенная между 

графиками функций  xyy н  и  xyy в , и прямыми ax  ,  bx   

Пример 2.10. Найти площадь области, ограниченной линиями xy   и 

22  xy  (рисунок 2.7). 

 

Рисунок 2.7 – Область, ограниченная линиями xy   и 22  xy  
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Решение. Воспользуемся формулой (2.11): 

     
b

a

нв dxxyxyS , где xyв  , 22  xyн . 

Для определения пределов интегрирования a  и b  найдем точки пересе-

чения заданных параболы и прямой. Приравняем их ординаты и получим 

xx  22
    11 x , 22 x . То есть 1a , 2b . 

Тогда искомая площадь будет:  

      


2

1

2
2

1

2 22 dxxxdxxxS 











1

2
32

2
32

x
xx

 

      

























 12

3

1

2

1
22

3

2

2

2
3232







 






  2

3

1

2

1
4

3

8

2

4

 

543516
3

9

2

3
62

3

1

2

1
4

3

8

2

4
,,  . 

Пример 2.11. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

xy 2 , yx 3 , yx 210 . 

Решение. Построим искомую фигуру (рисунок 2.8). 

 

Рисунок 2.8 ‒ Область, ограниченная линиями 

 xy 2 , yx 3 , yx 210  
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Найдѐм абсциссы точек пересечения данных линий:  

а) 







yx

xy

3

2
     01 x ; 

б) 







yx

yx

3

210
     62 x ; 

в) 







xy

yx

2

210
     23 x . 

Для вычисления площади данной фигуры необходимо разбить еѐ на две 

части вертикальной прямой 2x  и посчитать как сумму площадей получен-

ных фигур: 

21 SSS  , где, согласно формуле (2.11),  

3

10

3

212

6

4
4

63

1
2

2

0

2
2

2

0

1 

















  

x
xdxxxS ; 







 







 
















 






   12

45
25

12

365
65

12

5
5

6

5
5

32
5

6

2

26

2

6

2

2

x
xdx

x
dx

xx
S

3

20

3

5
101530  . 

Тогда 10
3

30

3

20

3

10
S . 

Площадь области, ограниченной линиями,  

заданными в полярных координатах 

Если функция  rr   определена и непрерывна на отрезке  ; , то 

площадь области      rrrP  0,:; , граница которой в по-

лярной системе координат задана графиком функции  rr  , лучами    

и    (рисунок 2.9), определяется по формуле 

 



 drS

2

2

1
.                                              (2.12) 
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Рисунок 2.9 – Область P , заданная  
в полярной системе координат 

Пример 2.12. Найти площадь области, ограниченной кривой 

 cos1 ar ,  20  , которая  называется кардиоидой.   

Решение. Построим кардиоиду (рисунок 2.10).  Для этого составим таб-

лицу значений функции: 

  0 
3


 

2


 

3

2
   

3

4
 

2

3
 

3

5
 2  

r  a2  
2

3a
 a  

2

a
 0  

2

a
 a  

2

3a
 a2  

 

Рисунок 2.10 – Область, ограниченная кардиоидой  

По формуле (2.12) вычисления площади в полярной системе координат 

получаем 

     



2

0

2
22

0

2
coscos21

2
cos1

2

1
d

a
daS  
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





 









 
  

0

222

0

2

0

2

0

2

2sin
4

1

2

1
sin2

22

2cos1
cos2

2

 
 a

ddd
a

 













 






  0sin

4

1
0

2

1
0sin204sin

4

1
2

2

1
2sin22

2

2

a
 

  
2

3
3

2
0002

2

222
aaa   . 

Площадь области, ограниченной линиями,  

заданными параметрически 

Площадь плоской фигуры, ограниченной кривой  , заданной парамет-

рическими уравнениями      

 
 







,

,

tyy

txx

  
21 ttt  ;     0

22  yx    21 t;tt ,  

определяется по   формуле                  

         .dttytxtytxS

t

t

 
2

1
2

1

                                

(2.13) 

Пример 2.13. Вычислить площадь, ограниченную эллипсом, пользуясь 

параметрическими уравнениями.  

Решение. Запишем уравнение эллипса в параметрическом виде:  








,sin

,cos

tby

tax

  

 20  t . 

Тогда по формуле (2.13) для вычисления площади имеем 

        dttytxtytxS

t

t

 
2

1
2

1 , где 01 t , 22 t ,   tatx cos ,   tbty sin

   tatx sin ,   tbty cos , тогда 

   
2

0

sinsincoscos
2

1
dttbtatbtaS   

2

0

22 sincos
2

1
dttabtab  
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  
2

0

22

2
dttsintcos

ab   


ab
ab

t
ab

dt
ab

 02
22

1
2

0

22

0

. 

2.9.2 Вычисление длин кривых 

Понятие спрямляемости кривой 

 Пусть задана некоторая кривая L . Разобьем эту кривую на части точка-

ми  nM...MMM ,,,, 210  и впишем в эту кривую ломаную с точками излома 

nM...MMM ,,,, 210 . Каждому такому разбиению поставим в соответствие 

длину этой ломаной  



n

k
kkn MM

1
1  (рисунок 2.11). 

 

Рисунок 2.11 – Разбиение кривой L  

Рассмотрим последовательность таких разбиений и будем говорить, что 

разбиение неограниченно измельчается, если   0max 1
,1

 


kk
nk

MM . 

Определение. Будем говорить, что кривая L  спрямляема (имеет длину), 

если существует предел n
0

lim





, не зависящий от способа выбора после-

довательности разбиений кривой. При этом еѐ длиной называют число   . 

Замечание. Термин «спрямляемость» происходит из представления о 

том, что спрямляемую кривую можно «выпрямить» и расположить на отрез-

ке прямой, длина которого есть длина кривой.  
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Дифференциал длины дуги кривой 

Предположим, что спрямляемая кривая L  задана параметрическими 

уравнениями 
 
 
 












,

,

,

tzz

tyy

txx

    10; ttt . 

Часть длины кривой L , соединяющей точки       0000 ;; tztytxM  и 

      tztytxM ;; , будем рассматривать как функцию аргумента t  и обозна-

чать  t . 

Теорема. Если функции  txx  ,  tyy  ,  tzz   дифференцируемы в 

точке t , то и функция  t  также дифференцируема и при этом имеет место 

формула           dtt'zt'yt'xd
222  .  

Доказательство. По определению производной имеем 

 
ttdt

d

tt Δ
Δ

lim
Δ
Δ

lim
0Δ0Δ







, где Δ  расстояние между точками       tztytxM ;;   

и       ttzttyttxM Δ;Δ;Δ  .  

По формуле расстояния между двумя точками  

     222 ΔΔΔΔ zyx  , где    txttxx  ΔΔ ,    tyttyy  ΔΔ , 

   tzttzz  ΔΔ .   

Поэтому, ввиду непрерывности функции корня (при неотрицательных 

значениях аргумента) и существования производных функций  txx  , 

 tyy  ,  tzz  , получаем 

           
 








 2

222

0Δ

222

0Δ0Δ Δ
ΔΔΔ

lim
Δ

ΔΔΔ
lim

Δ
Δ

lim
t

zyx

t

zyx

tdt

d

ttt


 

     
 








































222

0Δ2

222

0Δ Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ

lim
Δ

ΔΔΔ
lim

t

z

t

y

t

x

t

zyx

tt
 

        222
t'zt'yt'x  . 
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Отметим, что в частности из теоремы вытекают следующие формулы 

для дифференциала длины дуги плоской кривой: 

1. Если кривая задана параметрически 
 
 







,

,

tyy

txx
  10; ttt , то 

      dtt'yt'xd
22  . 

2. Если кривая является графиком функции  xfy   при  bax ; , где 

функция  xf  дифференцируема, то    dxxfd
2

1  . 

Заметим, что последняя формула вытекает из предыдущей ввиду того, 

что задание кривой уравнением  xfy   при  bax ;  равносильно еѐ пара-

метрическому заданию  






,

,

tfy

tx
  bat ; . 

3. Если кривая является графиком функции  yx   при  dcy ; , где 

функция  y  дифференцируема, то    dyyd
2

1  . 

Формулы для вычисления длин дуг кривых 

Поскольку для длины дуги кривой имеет место соотношение   d , то 

полученные выше формулы для вычисления дифференциала приводят к сле-

дующим соответствующим формулам для вычисления длин дуг кривых. Ра-

зумеется, запись  каждой из приводимых ниже формул определяется выра-

жением для дифференциала длины дуги. Последнее определяется способом 

задания кривой. Таким образом: 

1. Если кривая задана параметрически 
 
 
 












,

,

,

tzz

tyy

txx

    10; ttt , то  

         tdt'zt'yt'x

t

t

 
1

0

222 .                               (2.14) 
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2. Если плоская кривая задана параметрически 
 
 







,

,

tyy

txx
  10; ttt , то  

      tdt'yt'x

t

t

 
1

0

22 .                                     (2.15) 

3. Если кривая является графиком дифференцируемой функции  xfy   

при  bax ; , то 

    dxxf
b

a

  2
1 .                                          (2.16) 

4. Если кривая является графиком дифференцируемой функции  yx   

при  dcy ; , то  

   
d

c

dyy
2

1  .                                          (2.17) 

5. Если плоская кривая задана в полярной системе координат уравне-

нием  rr   при   , причем  функции  r ,  r  непрерывны на 

 ; , то  

     



drr  22 .                                    (2.18) 

Пример 2.14. Вычислить длину дуги верхней ветви полукубической па-

раболы 23 /
xy  , если 50  x .

 

Решение. Длину дуги вычислим по формуле (2.16)    dxxf
b

a

  2
1 , 

где 0a , 5b .  

Из уравнения 23 /
xy   находим:   21

2

3 /
xyxf 

 
   

  
4

9

2

3
2

212 x
xxf

/ 





 , тогда 
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dtdx

dxdt

x
t

dx
x

9

4

4

9

4

9
1

4

9
1

5

0







 

 

 

  x 
4

9
1

x
t   

5 

4

49

4

59
1 


  

0  1
4

09
1 


  

 
4

49

1
9

4
dtt  

4

49

1

2

1

9

4
dtt

 



1

4

49

2
3

2
3

9

4 t


1

4

49

3

3

2

9

4
t   




















 3

3

1
4

49

27

8
























1
2

7

27

8
3

 

27

335

8

335

27

8
1

8

343

27

8







  . 

Пример 2.15. Вычислить длину части арки циклоиды 
 
 







,cos1

,sin

tay

ttax
 

при  t0 . 

Решение. Воспользуемся формулой (2.15)        tdt'yt'x

t

t

 
1

0

22 , где 

00 t , 1t ,     tattax cos1sin  ,    tatay sincos1  , тогда  

         tdtatatdtata


0

2222

0

22
sincos1sincos1  

   


000

222 cos221cos21sincoscos21 dttadttatdttta  

   


0

2

00
2

sin22cos12cos12 dt
t

adttadtta  


0
2

sin22 dt
t

a  







 






  0cos

2
cos4

2
cos4

22
sin22

00


a

t
a

t
d

t
a   aa 4104  . 

Здесь мы воспользовались формулой 
2

sin2cos1 2 t
t  . 
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Пример 2.16. Вычислить длину первого витка логарифмической спира-

ли 
er  . 

Решение. Воспользуемся формулой  (2.18)

 

     



drr  22 . 

Первый виток спирали образуется при изменении полярного угла   от 0 до 

2 , то есть   0 ,   2 . Так как 
er  , то 

      












dededeedee

2

0

2
2

0

2
2

0

22
2

0

22
22

 

   12222 202

0

22

0

  




  eeeede . 

2.9.3 Вычисление объѐмов тел и площадей поверхностей вращения 

Объѐм тела с известным поперечным сечением 

Пусть для некоторого тела имеется такая ось, что известны площади се-

чений этого тела плоскостями, перпендикулярными к оси. Такие сечения 

называют поперечными, а тела – телами с известными поперечными сечени-

ями. Для определенности будем считать, что упомянутая выше ось есть ось 

Ох (рисунок 2.12). 

 

Рисунок 2.12 ‒ Тело с известными поперечными сечениями 

Будем считать, что площадь поперечного сечения  xS  является непре-

рывной функцией аргумента x . Требуется найти объѐм описанного тела.  
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Произведѐм следующие построения. Разобьем отрезок  ba;  на элемен-

тарные части точками                  . Длины элементарных 

отрезков ];[ 1 kk xx   обозначим через 1Δ  kkk xxx , nk ,1 . На каждом из 

отрезков ];[ 1 kk xx   произвольным образом выберем точку kt , nk ,1  и про-

ведем через неѐ плоскость, перпендикулярную к оси Ох.  

В результате тело будет разбито на n  элементарных частей (рисунок 

2.13), в каждой из которых построенное «срединное» сечение с площадью 

 ktS  (рисунок 2.14).  

 

Рисунок 2.13 ‒ Разбиение тела на n  элементарных частей 

 

Рисунок 2.14 ‒ «Срединное» сечение тела с площадью  ktS  

Очевидно, объѐм всего тела есть сумма объѐмов элементарных частей, а 

объѐм элементарной части с номером k  есть приближенно    kk xtS Δ .  
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Таким образом, получаем  



n

k
kk xtSV

1

Δ , причѐм выписанное прибли-

жѐнное равенство тем точнее, чем мельче разбиение отрезка  ba;  на элемен-

тарные части.  

Поскольку  


n

k
kk xtS

1

Δ  есть интегральная сумма для интеграла  
b

a

dxxS , 

то ввиду непрерывности функции  S x  существует предел 

    










b

a

n

k
kk dxxSxtS

10
Δlim


, где  k

nk
xΔmax

,1
 . Таким образом, получаем  

 
b

a

dxxSV .                                                  (2.19) 

Пример 2.17. Найти объѐм части тела, ограниченного эллиптическим 

конусом с вершиной в точке  hM ;0;00 , направляющей 












0

1
2

2

2

2

z

b

y

a

x

  и плос-

костью Оxy. 

Решение. Ясно, что перпендикулярные к оси Оz плоскости рассекают 

тело по фигурам, ограниченным эллипсами с полуосями  za ,  zb , где z  ‒ 

аппликата точки пересечения секущей плоскости с осью Oz (рисунок 2.15).  

Площадь такой фигуры есть      zbzazS  , где hz 0 . Но тогда ис-

комый объѐм ввиду формулы (2.19)    
h

dzzbzaV

0

 .  

Чтобы найти  za ,  zb , рассмотрим 0Δ MOA   и 0ΔAOM  (рисунок 2.15). 

Очевидно, эти треугольники подобны, поэтому 
 

zh

zz

h

a


       a h z

a z
h


 .  

Аналогичным образом получаем    b h z
b z

h


 . 
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Рисунок 2.15 ‒ Тело, ограниченное эллиптическим конусом 

Тогда       
h

dzzbzaV

0

    







h

dz
h

zhb

h

zha

0

   
h

dzzh
h

ab

0

2

2


 

 





0

3

2 3

h

zh

h

ab   

0

3

23

h

zh
h

ab      33

2
0

3
hhh

h

ab

 

 
33

0
3 2

3
3

2

abh

h

abh
h

h

ab 
 . 

Объѐм тела вращения 

Пусть на отрезке  ba;  оси Оx определена непрерывная неотрицательная 

функция  xfy  . Напомним, что плоскую фигуру, ограниченную линиями 

 xfy  , ax  ,  bx  , 0y ,  называют криволинейной трапецией.  

Представим себе, что криволинейная трапеция вращается вокруг оси Оx 

как вокруг линии симметрии. В результате точки криволинейной трапеции 

«заметают» часть пространства, называемую телом вращения. Ясно, что каж-
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дая точка поверхности тела вращения лежит на окружности радиуса  xf  с 

центром в точке оси Ох. Это означает, что площадь перпендикулярного сече-

ния тела вращения может быть найдена по формуле    xfxS
2 , где x  ‒ 

абсцисса любой точки перпендикулярного сечения.  

 

Рисунок 2.16 – Объѐм тела вращения вокруг оси Оx 

Согласно формуле (2.19), в рассматриваемом случае имеем  

 
b

a

x dxxfV
2 .                                             (2.20) 

Замечание. Выше для описания тела вращения ось Оx была выбрана 

лишь для определенности. Аналогичным образом определяется тело враще-

ния с любой осью в качестве оси симметрии. В частности, определено тело 

вращения относительно оси Оy. Ясно, что такие тела вращения являются ре-

зультатом вращения криволинейной трапеции, ограниченной линиями 

 yx  , cy  ,  dy  , 0x ,  а его объѐм может быть найден по формуле  

 
d

c

y dyyV
2 .                                             (2.21) 
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Пример 2.18. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг 

оси Ох  плоской фигуры, ограниченной линиями xy 3 , 0y , 24 xy  . 

Решение. Строим искомую фигуру (рисунок 2.17). 

 

Рисунок 2.17 ‒ Фигура, ограниченная линиями 

 
xy 3 , 0y , 24 xy    

Для вычисления данного объѐма нужно разбить плоскую фигуру на две 

части вертикальной прямой 1x  и найти сумму объѐмов получившихся тел 

21 VVVx  , где 1V  и 2V  найдѐм по формуле (2.20).  

 
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2
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a

dxxfV  , где 01 a , 11 b ,   xxf 31  , тогда  
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 
2

2

2
22

b

a

dxxfV  , где 12 a , 22 b ,   2
2 4 xxf  , тогда  
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








 
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42
2

1
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2
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8
168164

xx
xdxxxdxxV 
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
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
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




 

5

1

3
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16
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32
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64
32  

15

53
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31

3

56
16

5

1

3

8
16

5

32

3

64
32

 





 






  . 

Окончательно получим 
15

98

15

53
3

 xV . 

Пример 2.19. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Оy 

плоской фигуры, ограниченной линиями 22xy  , 0y , 42  xy . 

Решение. Строим искомую фигуру (рисунок 2.18). 

 

Рисунок 2.18 ‒ Фигура, ограниченная линиями 

 
22xy  , 0y , 42  xy  

Для вычисления данного объѐма нужно найти разность объѐмов тел 

21 VVVy  , где 1V  и 2V  найдѐм по формуле (2.21)  
d

c

y dyyV
2 , при этом 

границы интегрирования c  и d  будут одинаковыми для 1V  и 2V : 0c , 2d . 
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 
d

c

dyyV
2
11  , где   y1  найдѐм из уравнения 42  xy :  
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
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 
d

c

dyyV
2
22  , где   y2  найдѐм из уравнения 22xy  :   y

y
x

2
2

2

2
 , 

тогда   









  0
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2
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2

0

2
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0

1
y
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V . 

Окончательно получим 
3

11

3

14 
yV . 

2.10 Решение задач механики, гидростатики, термодинамики 

и электродинамики 

Путь, пройденный телом, перемещающимся со скоростью , за 

промежуток времени  21; tt  выражается интегралом 

.                                                  (2.22) 

Работа переменной силы, заданной функцией  и направленной 

вдоль оси  на отрезке  ba; , численно равна интегралу 

.                                                (2.23) 

 tvv 

 
2

1

t

t

dttvS

 xFF 

Ox

 
b

a

dxxFA
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Давление жидкости на вертикальную пластину, ограниченную лини-

ями , ,  и  (рисунок 2.19), вычисляется по фор-

муле 

.                                    (2.24) 

 

Рисунок 2.19 ‒ Пластина, ограниченная линиями 

 , ,  и  

Масса m плоской дуги находится по формулам: 

1. Если дуга задана уравнением , , то  

.                                       (2.25) 

2. Если дуга задана параметрическими уравнениями , , 

, то 

.                                   (2.26) 

3. Если дуга задана уравнением , , то  

.                                    (2.27) 

ax  bx   xfy 11   xfy 22 

     dxxxfxfgQ
b

a

  12

ax  bx   xfy 11   xfy 22 

 xfy  bxa 

  dxym
b

a

  2
1

 txx   tyy 

21 ttt 

    
2

1

22
t

t

tt dtyxm 

 rr   

  



  drrm

22
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Статические моменты относительно координатных осей плоской 

дуги  находятся по формулам: 

1. Если дуга задана уравнением , , то 

,          .               (2.28) 

2. Если дуга задана параметрическими уравнениями , , 

, то  

,         .     (2.29) 

3. Если дуга задана уравнением , , то 

,         .    (2.30) 

Моменты инерции относительно координатных осей плоской дуги 

находятся по формулам: 

1. Если дуга задана уравнением , , то 

,                 .         (2.31) 

2. Если дуга задана параметрическими уравнениями , , 

, то  

,     .  (2.32) 

3. Если дуга задана уравнением , , то 

,    .  (2.33) 
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Координаты центра тяжести плоской дуги находятся по формулам: 

,    ,                                       (2.34) 

где  − масса кривой. 

Пример 2.20. Найти статические моменты относительно координатных 

осей однородной дуги окружности 422  yx , расположенной во второй 

четверти (рисунок 2.20). 

 

Рисунок 2.20 ‒ Дуга окружности 422  yx ,  

расположенная во второй четверти 

Решение. Воспользуемся формулами (2.28): 

, , где 2a , 0b , const . 

Так как уравнение дуги 24 xy  , то 
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
4
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2 u  4420  . 

Пример 2.21. Механика 

Найти работу, которую надо затратить на сжатие пружины на 0,2 м, если 

для сжатия еѐ на 0,01 м нужна сила в 60 Н. 

Решение. Рассмотрим малую деформацию , в пределах которой де-

формирующую силу  можно считать постоянной.  

Работа силы  определяется по формуле 

.                                                (2.35) 

По закону Гука сила , растягивающая (или сжимающая) пружину, 

пропорциональна этому растяжению (или сжатию), то есть  

,                                                   (2.36) 

где − величина растяжения (сжатия), 

       − коэффициент жесткости пружины. 

Тогда (2.35) примет вид 

.                                                (2.37) 

По условию задачи сила HF 60 сжимает пружину на 0,01 м. Тогда, 

учитывая равенство (2.36), получим 

01,060  k  или 6000k . 
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Полную работу деформирующей силы найдем интегрируя (2.37) в пре-

делах от 0 до 0,2 м: 

602,0300030006000 2

0

2,0
2

2,0

0

2,0

00

  xdxxdxkxdAA

l

(Дж). 

Пример 2.22. Гидростатика  

Найти давление дизельного топлива на стенки цилиндрического бака на 

каждом метре глубины. Высота бака мH 3 , радиус , 
3

860
м
кг

 . 

Решение. Бак полностью заполнен дизельным топливом. На расстоянии 

 от начала координат (рисунок 2.21) выделим на поверхности бака элемен-

тарное кольцо с высотой  и  площадью боковой поверхности .  

 

Рисунок 2.21 ‒ Цилиндрический бак 

Давление бензина на это кольцо . 

Проинтегрировав последнее равенство по переменной  на промежут-

ках  1;0 ,  2;0 ,  3;0 , получим давление летнего дизельного топлива на каж-

дом метре: 

l

мr 2

y

dy dyrdS 2

rdyydSydQ  2

y
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0

3   . 

Пример 2.23. Гидростатика  

Вычислить силу, с которой вода давит на плотину, имеющую форму 

равнобедренной трапеции с основаниями мa 2,5 , мb 7,3  и высотой 

мH 2 . 

Решение. По закону Паскаля сила давления жидкости  на площадку  

с глубиной погружения  выражается формулой  

, 

где  − удельный вес жидкости (при этом площадка  расположена  

горизонтально), 

 − ускорение свободного падения, 
  − плотность жидкости. 

 

Рисунок 2.22 ‒ Плотина, имеющая форму равнобедренной трапеции 

Q S

h

hSQ 

 g S
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Давление в жидкости передается одинаково во всех направлениях. Вы-

делим в трапеции элементарную полоску шириной  на расстоянии  от 

начала координат (рисунок 2.22). При  давление во всех частях полос-

ки можно считать одинаковым, равным , где − глубина погру-

жения полоски (при  можно считать все точки полосы одинаково уда-

ленными от оси ),  − площадь полоски (площадь трапеции 

равна произведению длины средней линии  на высоту ). 

Тогда элементарное давление 

.                                            (2.38) 
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
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a
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



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2
;

b
HB  (рисунок 2.22), тогда прямая  определяет-

ся уравнением:           .  

Подставим последнее выражение в (2.38) и получим: 

. Тогда искомую силу найдѐм по формуле 
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По условию мa 2,5 , мb 7,3 , мH 2 , , тогда сила дав-
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Пример 2.24. Термодинамика  

Азот  массой 0,05  расширяется изотермически при температуре 

, и его давление уменьшается от кПаP 2021   до кПаP 1011  . 

Определить работу расширения азота. 

Решение. Работа в термодинамике при малом изменении объема  

определяется формулой , где − из уравнения Менделеева-

Клапейрона, тогда 

,                                            (2.39) 

где − масса газа; 

       − универсальная газовая постоянная; 

        − температура; 

        − молярная масса азота. 

Постоянную работу газа найдем, интегрируя (2.39): 
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Отношение объемов определим по закону Бойля-Мариотта: 

 или , тогда окончательно получим: 
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Пример 2.25. Электродинамика  

Определить электрический заряд, прошедший через поперечное сечение 

провода сопротивлением   при равномерном нарастании напряже-

ния на концах провода от  до  в течение ct 30 . 

Решение. По определению сила тока , тогда заряд, протекающий 

за малый промежуток времени :  (изменением силы тока и напря-

жения в этом случае можно пренебречь).  

По закону Ома , следовательно, , где напряжение изме-

няется по линейному закону 

    .                                               (2.40)  

Тогда  

.                                          (2.41) 

Из формулы (2.40) получим скорость изменения напряжения: 

. 

Вычислим искомый заряд, интегрируя (2.41) в пределах от 0  до t : 
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Пример 2.26. Электромагнетизм  

По двум параллельным проводникам, длиной 2,5 м каждый, находящим-

ся на расстоянии  друг от друга, текут одинаковые токи . 

Вычислить силу взаимодействия токов. 
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Решение. Предположим, что токи текут в одном направлении. Ток  

создает в месте расположения второго тока  магнитное поле, магнитная 

индукция которого определяется по формуле . 

По закону Ампера на каждый элемент длины  второго провода в маг-

нитном поле действует сила , где . Тогда 

, следовательно,  

,                                               (2.42) 

где , 

       − магнитная постоянная. 

Интегрируя (2.42) по длине проводника, получим: 

. 

2.11 Несобственные интегралы  

2.11.1 Несобственные интегралы 1-го рода  
(несобственные интегралы с бесконечными пределами)  

Определение. Если функция  xf  определена на промежутке  ;a , 

интегрируема на любом отрезке     ;; aba  и существует (конечный) 

предел  


b

a
b

dxxflim , то его называют несобственным интегралом первого 

рода и обозначают  
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В этом случае говорят также, что несобственный интеграл сходится на 

промежутке  ;a , а функция  xf  называется интегрируемой (в несоб-

ственном смысле) на промежутке  ;a . Если же предел не существует, то 

говорят, что интеграл  расходится.  

Аналогично определяется несобственный интеграл                               

   



b

a
a

b

dxxfdxxf lim .                                 (2.44)

 

Для несобственного интеграла  



dxxf  положим  

      









с

с
dxxfdxxfdxxf

                             

 (2.45) 

и будем говорить, что он сходится, если сходятся оба интеграла в правой ча-

сти формулы (2.45). Если хотя бы один из интегралов  


с
dxxf ,  



с
dxxf

 

расходится, то и интеграл  



dxxf   расходится.  

Нетрудно убедиться в том, что выбор точки с  не влияет на сходимость и 

значение (если оно определено)  



dxxf . 

Определение. Несобственный интеграл первого рода называется абсо-

лютно сходящимся, если сходится интеграл   dxxf

a




.  

Пример 2.27. Выяснить, сходится ли интеграл  


0
21 x

dx
. 

Решение. По формуле (2.43) 
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 
2

arctglim0arctglim





bb
bb

.      Полученный предел конечный.  

Таким образом,  интеграл 


0
21 x

dx
 сходится. 

Пример 2.28. Проверить, сходится ли интеграл  


0

cos dxx . 

Решение. По формуле (2.43) 

 
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b
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0sinlim b

b
 

b
b

sinlim
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 . 

Полученный предел не существует, поэтому несобственный интеграл 




0

cos dxx  расходится. 

Пример 2.29. Выяснить, сходится ли интеграл  



dxe

x
. 

Решение. По формуле (2.45), а затем, по формулам (2.43) и (2.44) имеем 

 
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limlim
b

x

b
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a
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00 limlim eeee
b

b

a

a
      1111 eeee  




 
 0

11
e

e
. 

Следовательно, интеграл 



dxe

x
 расходится. 

Пример 2.30. Исследовать сходимость интеграла 



1 x

dx , если   – неко-

торое число.  
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Решение. По формуле (2.45) 





b

b x

dx

x

dx

11

lim  . Рассмотрим два случая. 

1. Если 1 , то для любого 1b  

 1lim
1

1
lim

1

1

1
limlim 1

1

1

1

1

1










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







 










 



 
bx

x

x

dx

b

b

b

b

b

b

b
. 

1.1. При 1    01  , тогда 

     
 














 








 




 



 1

1
10

1

1
1

1

1

1
1

1
lim

1

1
1lim

1

1
1

1

b
b

bb
. 

1.2. При 1    01  , тогда 

      








1

1

1
1lim

1

1 1




b
b

. 

2. Если 1 , то для любого 1b  

  


 bbx
x

dx

bb

b

b

b

b
lnlim1lnlnlimlnlimlim

11

. 

Таким образом,  интеграл  



1 x

dx
 сходится при  1  и расходится при 1 .  

2.11.2 Несобственные интегралы 2-го рода  
(несобственные интегралы от неограниченных функций)  

Определение. Если функция  xf  определена на промежутке  ba; , не 

ограничена на этом промежутке и  интегрируема на  отрезке  ;a  

 ba; , причем существует конечный предел  





a

b
dxxf

0
lim , то его 

называют несобственным интегралом второго рода и обозначают:  

   






a

b

b

a

dxxfdxxf
0

lim .                                      (2.46) 
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Говорят также, что такой несобственный интеграл сходится на отрезке 

 ba; , а  xf  называют интегрируемой в несобственном смысле на  ba; . Ес-

ли предел не существует, то говорят, что интеграл расходится.

 Если функция  xf  определена на промежутке  ba; , не ограничена на 

нем и интегрируемая  ba; , то аналогично определяется несобственный 

интеграл  

   



b

a

b

a

dxxfdxxf

 0
lim .                               (2.47) 

Если  xf  определена на  ba;  и сходятся интегралы  
c

a

dxxf  и 

 
b

c

dxxf , то полагают по определению    

   
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c
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a

dxxfdxxfdxxf )()( .                            (2.48) 

Пример 2.31. Исследовать сходимость интеграла 
1

0


x

dx , где 0  – не-

которое число. 

Решение. По формуле (2.47)  

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a
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 . Рассмотрим два случая. 

1.  Если 1 , то 
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1.1. При 1    01  , тогда 
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1.2. При 10     01  , тогда 

   
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2. Если 1 , то  

    


 1lnln1lnlimlnlimlim
0

1

0

1

0
ax

x

dx

a
a

a
a

a
. 

Итак, при 10   данный интеграл сходится, а при 1  расходится. 

Пример 2.32. Исследовать сходимость интеграла   

8

5
7x

dx
. 

Решение. Так как подынтегральная функция  
7

1




x
xf  неограниченна 

во внутренней точке 7x  отрезка  8;5 , то сначала применим формулу (2.48) 

 







8

7

7

5

8

5
777 x

dx

x

dx

x

dx . Дальше рассмотрим отдельно каждый интеграл по 

формулам (2.46) и (2.47). 

1.  

7

5
7x

dx



















5
07

5
07

7lnlim
7

lim







x

x

dx  


75ln7lnlim
07


  

 


2ln7lnlim
07




 2ln0ln , то есть первый интеграл расходится. 

2. 


8

7
7x

dx





8

07 7
lim

 x

dx  
















7ln78lnlim7lnlim

07

8

07



x

 

=   


0ln7lnlim7ln1lnlim
0707




, то есть и  второй интеграл 

расходится.  

Следовательно, исходный интеграл расходится. 
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Контрольные вопросы 

1. Что называется интегральной суммой функции  на данном отрез-

ке ? 

2. Дать определение определенного интеграла. 

3. Каков геометрический смысл определенного интеграла, от заданной 

функции? 

4. Перечислить основные свойства определенного интеграла. 

5. Записать формулу Ньютона-Лейбница. 

6. В чем состоит способ подстановки для вычисления определенного ин-

теграла? 

7. Как выглядит формула интегрирования по частям для определенного 

интеграла? 

8. Как вычислить площадь криволинейного сектора в полярных коорди-

натах? 

9. Записать формулы для вычисления длины дуги кривой в декартовых и 

в полярных координатах. 

10. Записать формулу для вычисления объѐма тела вращения. 

 xf

 b;a
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ГЛАВА 3 ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 

3.1 Задачи, приводящие к понятию двойного интеграла 

Задач, приводящих к понятию двойного интеграла, огромное число. Мы 

ниже приведѐм две из таких задач, чтобы подчеркнуть, насколько разными 

могут быть области естествознания, требующие применения понятия двой-

ного интеграла. 

Задача об объѐме цилиндрического тела 

Определение. Назовем цилиндрической поверхностью поверхность, 

образованную прямой движущейся вдоль некоторой кривой (направляющей) 

параллельно некоторой оси. Прямая, осуществляющая это движение, называ-

ется образующей цилиндрической поверхности.  

Под цилиндрическим телом (рисунок 3.1) будем понимать тело, огра-

ниченное следующими поверхностями: 

1) областью D , лежащей в плоскости Oxy ;  

2) цилиндрической поверхностью с образующей, параллельной оси Oz и 

направляющей, являющейся границей области D ; 

3) некоторой поверхностью  yxfz ; , непрерывной и неотрицатель-

ной в области D .  

Требуется найти объѐм описанного цилиндрического тела. 

Отметим, что поверхность  yxfz ;  проецируется на область D  па-

раллельно оси Oz . 

Проведем следующие построения. Разобьѐм область D  некоторыми 

кривыми на части iD ,
 

ni ,1 , которые мы будем называть элементарными. 
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Рисунок 3.1 ‒ Цилиндрическое тело 

Через каждую кривую, разбивающую область D , проведем цилиндри-
ческую поверхность с образующей, параллельной оси Oz . В результате рас-
сматриваемое цилиндрическое тело будет разбито на элементарные части, 
которые, разумеется, также являются цилиндрическими телами. В каждой из 
элементарных частей iD  выберем точку  iii yxP ; ,

 
ni ,1   (рисунок 3.2) и 

найдѐм значение    iii yxfPf ; . 

 

Рисунок 3.2 ‒ Разбиение цилиндрического тела 
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В связи с тем, что функция  yxfz ;  непрерывна, можно считать по-

строенное разбиение столь мелким, что    ii yxfyxf ;;     iDyx  ; ,
 

ni ,1 .  Но тогда объѐм элементарной части   iiii SyxfV  ; , где iS  ‒ 

площадь iD ,
 

ni ,1 .   

Таким образом,  

 



n

i
iii

n

i
i SyxfVV

11

;  . 

Ясно, что   







 



n

i
iii SyxfV

1

;lim   при условии, что разбиение неогра-

ниченно измельчается. 

Уточним теперь, что означает условие неограниченного измельчения 

разбиения. Будем говорить, что разбиение тела неограниченно измельчается, 

если построена последовательность разбиений на элементарные части так, 

что объѐмы всех элементарных частей стремятся к нулю. Выполнение этого 

условия можно обеспечить, потребовав, чтобы наибольший из диаметров 

элементарных частей iD ,
 

ni ,1  стремился к нулю. При этом диаметром 

 diam  области будем называть наибольшее из расстояний между любыми 

двумя точками границы области.  

Положим  i
ni

Ddiam
,1

max


 , тогда  

  







 



n

i
iii SyxfV

10
;lim 


.                                    (3.1) 

Замечание. Мы ограничились рассмотрением цилиндрических тел с об-

разующей, параллельной оси аппликат, только для определенности. Вообще 

говоря, под цилиндрическим телом принято понимать любое тело, которое 

может быть получено из описанного перемещением его в пространстве как 

твердого тела. 
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Задача о массе пластины 

Пусть материальная пластина лежит на плоскости Oxy  и занимает при 

этом область D . Будем считать, что известна плотность распределения масс 

пластины как функция точки области D :  yx;  . Функцию  yx;  бу-

дем считать непрерывной в области D . Требуется найти массу пластины.  

 Проведѐм, как и при решении предыдущей задачи, следующие постро-

ения. Разобьѐм область D  на элементарные части iD  и выберем внутри 

каждой из них произвольную точку  iii yxP ; ,
 

ni ,1   (рисунок 3.3).  

 

Рисунок 3.3 ‒ Разбиение области D  

Разбиение будем считать настолько мелким, что плотность внутри эле-

ментарной части iD  можно считать приблизительно постоянной, равной 

 ii yx ; , ni ,1 . 

Тогда, в силу известной из элементарной физики формулы, масса одно-

родной (приблизительно) пластинки iD  есть   iiii SyxM  ; , ni ,1 . 

Следовательно, искомая масса  



n

i
iii

n

i
i SyxMM

11

;  .  
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Ясно, что выписанное приближѐнное равенство тем точнее, чем мельче 

разбиение пластины на элементарны части. Но тогда 

  







 



n

i
iii SyxM

10
;lim 


,                                  (3.2) 

где  i
ni

Ddiam
,1

max


 . 

3.2 Определение двойного интеграла 

Задачи об объеме и массе, приведенные выше, приводят к вычислению 

выражений (3.1) и (3.2), которые отличаются только обозначением функции. 

Более того, как было отмечено выше, такими же методами могут быть реше-

ны и многие другие задачи. Это приводит к необходимости введения общего 

понятия, объединяющего и обобщающего все эти задачи. 

 Пусть в замкнутой области D  на плоскости Oxy
 
определена непре-

рывная функция  yxf ; . Разобьем область D  произвольным способом на n 

частичных областей iD , площади которых обозначим iS , ni ,1 .  

В каждой частичной области iD  выберем произвольную точку 

 iii yxP ;
 
 и вычислим значение функции в этой точке  ii yxf ; , ni ,1  (ри-

сунок 3.3). 

По произведѐнному разбиению области на элементарные части и вы-

бранным точкам составим следующую сумму: 

 



n

i
iiin Syxf

1

;  .                                         (3.3) 

Сумму (3.3) называют интегральной суммой, соответствующей постро-

енному разбиению и выбранным точкам. Очевидно, интегральные суммы за-

висят от способа разбиения области на элементарные и от выбора точек 

 iii yxP ; . 



93 

 

Определение. Будем говорить, что функция  yxf ;  интегрируема (по 

Риману) в области D , если существует предел интегральных сумм (3.3) при 

условии неограниченного измельчения области D , не зависящий от способа 

разбиения области на элементарные части и от выбора точек  iii yxP ; . 

Определение. Пусть функция  yxf ;  интегрируема (по Риману) в обла-

сти D . Двойным интегралом по области D  от функции  yxf ;  называют 

предел интегральных сумм (3.3) при условии неограниченного измельчения 

области.  

Двойной интеграл принято обозначать одним из следующих символов:  

 
D

dsyxf ;  или    dydxyxf

D

 ; . 

Таким образом, по определению 

    







 



n

i
iii

D

Syxfdydxyxf
10

;lim; 


,                     (3.4) 

где  i
ni

Ddiam
,1

max


 . 

При этом функцию  yxf ;  называют подынтегральной функцией, а 

  dydxyxf ;    dsyxf ;или  ‒ подынтегральным выражением.  

Условия существования двойного интеграла связаны с исследованием 

поведения интегральных сумм (3.3), которое является сложным. В связи с 

этим приведѐм без доказательства достаточные условия, обеспечивающие 

интегрируемость функции  yxf ;  по области D . 

Теорема. Достаточные условия существования двойного интеграла. 

Если функция  yxf ;  непрерывна в области D , то она интегрируема в этой 

области. 
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3.3 Геометрический смысл двойного интеграла 

Вернѐмся к задаче об объѐме цилиндрического тела. Выше мы получи-

ли, что объѐм тела, ограниченного:  

1) областью D , лежащей в плоскости Oxy ;  

2) цилиндрической поверхностью с образующей, параллельной оси Oz и 

направляющей, являющейся границей области D ; 

3) некоторой поверхностью  yxfz ; , непрерывной и неотрицательной 

в области D ,  

может быть найден по формуле (3.1): 

  







 



n

i
iii SyxfV

10
;lim 


. 

Сравнивая эту формулу с определением двойного интеграла (3.4), за-

ключаем, что  

 
D

dsyxfV ; . 

Это означает, что двойной интеграл от неотрицательной подынтеграль-

ной функции численно равен объѐму цилиндрического тела, описываемого 

условиями 1), 2), 3). 

3.4 Физический смысл двойного интеграла 

Теперь рассмотрим задачу о массе пластины с известной плотностью 

распределения масс.  Мы получили выше формулу (3.2), решающую эту за-

дачу:  

  







 



n

i
iii SyxM

10
;lim 


. 

Из определения двойного интеграла немедленно вытекает, что  

  dydxyxM

D

 ; . 



95 

 

Таким образом, двойной интеграл от неотрицательной непрерывной 

функции по области D  численно равен массе материальной пластины, зани-

мающей область D  плоскости Oxy , плотность распределения масс для кото-

рой совпадает с подынтегральной функцией. 

3.5 Свойства двойного интеграла 

Ниже мы предполагаем, что все интегралы, содержащиеся в приводи-

мых формулах, существуют. Формулируемые ниже свойства являются про-

стыми следствиями определения двойного интеграла, а также свойств сумм и 

пределов. 

1. Если функции  yxf ;  и  yx;  непрерывны в области D , то двойной 

интеграл от суммы этих функций равен сумме двойных интегралов от каж-

дой функции, то есть 

         
DDD

dsyxdsyxfdsyxyxf ;;;;  . 

2. Постоянный множитель можно выносить за знак двойного интеграла, 

то есть 

    
D D

dsyxfAdsyxfA ;; , 

где А ‒  постоянная величина. 

3. Если функция   0; yxf  в области D , то   0; 
D

dsyxf . 

4. Теорема об оценке двойного интеграла. Пусть m  и M ‒ соответ-

ственно наименьшее и наибольшее значения функции  yxf ;  в области D , а 

DS  – площадь области D , тогда справедливо неравенство 

  
D

DD SMdsyxfSm ; . 
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5. Теорема о среднем. Пусть функция  yxf ;  непрерывна в области D  с 

площадью DS . Тогда найдѐтся точка   DyxP 00;  такая, что 

    
D

DSyxfdsyxf 00;; . 

6. Если область интегрирования D  разбить на две части 1D  и 2D  без 

общих внутренних точек (рисунок 3.4), то 

       
D D D

dsyxfdsyxfdsyxf

1 2

;;; . 

 

Рисунок 3.4 ‒ Разбиение области D на две части 1D  и 2D  

Замечание. Свойство 6 может быть распространено на разбиение 

области D  на любое число областей, при условии, что каждая пара 

частичных областей не имеет общих внутренних точек. 

3.6 Вычисление двойного интеграла в декартовых координатах 

Определение. Будем называть область D  на плоскости Oxy  правильной 

в направлении координатной оси, если любая прямая, параллельная этой 

оси, пересекает область не более чем по одному отрезку. 

Отметим,  что  отрезок в  данном определении может вырождаться в 

точку. 
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Пример 3.1. Рассмотреть область D  (рисунок 3.5) и определить, являет-

ся ли она правильной в направлении какой-либо координатной оси. 

 

Рисунок 3.5 ‒ Область D к примеру 3.1 

Решение. 1. Параллельно оси Oy проведѐм прямую, пересекающую об-

ласть. Любая прямая, например MN , пересекает область по одному отрезку. 

Следовательно, область D  – правильная относительно оси Oy .  

2. Относительно оси Ox область D  – неправильная, так как существуют 

прямые, пересекающие эту область более чем по одному отрезку. Например, 

прямая L пересекает область D  по двум отрезкам – AB  и CK .  

Пусть область D  – правильная относительно оси Oy  (рисунок 3.6). 

Спроецируем область D  на ось Ox , тогда еѐ граница точками  А и В разобь-

ѐтся на две линии, уравнения которых  xy 1  и )x(y 2 , где bxa  . 

Проведем через область D  прямую  , параллельную оси Oy . Эта прямая 

пересекает область по отрезку MN . 

Будем двигаться по прямой   в направлении, совпадающем с положи-

тельным направлением оси Oy . Назовем точку М ‒ точкой входа прямой в 

область, а точку N ‒ точкой выхода прямой из области. Ордината точки входа 

 xyвх 1 , а точки выхода –  xyвых 2 . 
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Рисунок 3.6 ‒ Правильная относительно оси Oy область D 

Построим следующий интеграл:  

 

 
 dyyxfdx

b

a

x

x

;
2

1

 



. 

Этот интеграл называют повторным интегралом от функции  yxf ; , 

построенным по правильной в направлении оси Oy  области D .  

Понимают повторный интеграл следующим образом: сначала для фик-

сированных  bax ;  вычисляют внутренний интеграл  
 

 


x

x

dyyxf
2

1

;




, а затем  

от полученной функции аргумента x  вычисляют определенный интеграл по 

отрезку  ba; . 

В случае области, правильной в направлении оси Ox , аналогичным об-

разом может быть построен повторный интеграл  

 

 
 dxyxfdy

d

c

y

y

;
2

1

 



, 

где  dc;  – отрезок оси Oy , в который проецируется область D ; 
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 yx 1  – уравнение линии, на которой лежат точки входа в область; 

 yx 2  – уравнение линии, на которой лежат точки выхода из области. 

Теорема. Пусть область D ‒ правильная в направлении координатной 

оси Oy или Oх , а функция  yxf ;  непрерывна в области D . Тогда двойной 

интеграл по области D  равен повторному интегралу по этой же области: 

 
 

 
 dyyxfdxdydxyxf

b

a

x

xD

;;
2

1

  



                               (3.5) 

или  

    
 

 
 dxyxfdydydxyxf

d

c

y

yD

;;
2

1

  



.                              (3.6) 

Следствие. Если область D  является правильной в направлении обеих 

осей, то двойной интеграл равен каждому из повторных, то есть имеет место 

формула 

 

 
 

 

 
 dxyxfdydyyxfdx

d

c

y

y

b

a

x

x

;;
2

1

2

1

   







.                         (3.7) 

Формулу (3.7) называют формулой изменения порядка интегрирования.  

Пример 3.2. Выразить двойной интеграл  
D

dydxyxf ;  через повтор-

ные, если область D  ограничена линиями 2

4

1
4 xy   и xy

2

3
4  . 

Решение: Построим заданные линии, ограничивающие область инте-

грирования D  (рисунок 3.7). 

1. Область D  является правильной в направлении оси Oy . Поэтому 

воспользуемся формулой (3.5)  
 

 
 dyyxfdxdydxyxf

b

a

x

xD

;;
2

1

  



. 
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Рисунок 3.7 ‒ Область D, ограниченная линиями 

2

4

1
4 xy   и xy

2

3
4  

Очевидно, точки входа в область лежат на прямой xy
2

3
4 , а точки 

выхода из области ‒ на параболе 2

4

1
4 xy  , то есть   xx

2

3
41  , 

  2
2

4

1
4 xx  . 

Чтобы найти пределы внешнего интеграла, спроецируем область D  на 

ось Ox . Тогда  а  и  b – абсциссы точек пересечения заданных линий, кото-

рые мы найдѐм из системы уравнений:  














,
2

3
4

,
4

1
4 2

xy

xy

      xx
2

3
4

4

1
4 2 

   

   40
2

3

4

1 2  xx , 

062  xx    01 x , 62 x , то есть  0a , 6b . Тогда  

   





2

4
1

2
3

4

4

6

0

;;

x

xD

dyyxfdxdydxyxf . 
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2. Область  D   является  также  правильной и  в направлении  оси Ox . 

Поэтому  можно  воспользоваться  также  и  формулой (3.6)  

 
 

 
 dxyxfdydydxyxf

d

c

y

yD

;;
2

1

  



. 

Точка входа любой прямой, параллельной оси Ox , в область лежит на 

прямой xy
2

3
4  .  Но  по  формуле (3.6) нам нужна зависимость x  от y , 

поэтому преобразуем уравнение прямой к виду 
3

28 y
x


 , то есть 

 
3

28
1

y
y


 .   

Точка выхода прямой из области лежит на параболе 2

4

1
4 xy      

yx 416  (мы рассматриваем правую ветвь параболы, значит 0x ), то 

есть    yy 4162  . 

Чтобы найти пределы внешнего интеграла, спроецируем область D  на 

ось Oy . Тогда  c  и  d  ‒ ординаты точек пересечения заданных линий, 

найдѐм их из системы уравнений: 

 











,416

,
3

28

yx

y
x

       y
y

416
3

28



, 

y
y

416
3

28
2







 

, 

9416
9

43264 2




y
yy

, 

yyy 3614443264 2  , 

08044 2  yy , 

0202  yy      51 y , 42 y , следовательно, 4,5  dc . 
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Получаем      





y

yD

dxyxfdydydxyxf

416

3

28

4

5

;; .

 

Следствие.    









2

4
1

2
3

4

4

6

0

416

3

28

4

5

;;

x

x

y

y

dyyxfdxdxyxfdy .  

Пример 3.3. Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 

 
 2

4
3

254

0

;
x

x

dyyxfdx . 

Решение. Воспользуемся формулой (3.7)  

 

 
 

 

 
 dxyxfdydyyxfdx

d

c

y

y

b

a

x

x

;;
2

1

2

1

   






 .

 

Уравнения линий, ограничивающих область интегрирования D , полу-

чим из пределов внешнего и внутреннего интегралов: 4,0  xх , ху
4

3
 , 

225 ху  . Заметим, что уравнение 225 ху  определяет верхнюю 

часть окружности 2522  ух . 

Построим область D  (рисунок 3.8). 

Чтобы расставить пределы при изменѐнном порядке интегрирования, 

проведѐм прямую параллельно оси Ox . По рисунку видно, что точка входа 

любой такой прямой в область D  расположена на оси Oy ‒ прямой 0х  

(правая граница области  y1 ). Точка выхода расположена или на прямой 

xy
4

3


 






  yx

3

4 ,  или на окружности 2522  yx
 






  225 yx , то есть 

левая граница  y2  области задана разными аналитическими выражениями. 
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Рисунок 3.8 ‒ Область D, ограниченная линиями 

4,0  xх , ху
4

3
 , 225 ху   

Разобьем D  на две области 1D  и 2D  прямой, проходящей через точку 

 3;0  параллельно оси  Ox .  

Тогда для области 1D
  имеем: 0c , 3d ,   01 y ,   yy

3

4
2  , 

для области 2D
  ‒ 3c , 5d ,   01 y ,   2

2 25 yy  , следовательно 

     




2
3
42

4
3

25

0

5

30

3

0

254

0

;;;

yyx

x

dxyxfdydxyxfdydyyxfdx .  

Пример 3.4. Вычислить    dydxyx

D

  2 , где D  – область, ограниченная 

линиями 2хy  ,  2 xу . 

Решение. Для вычисления данного двойного интеграла воспользуемся 

формулой (3.5) или (3.6). Построим сначала область D  (рисунок 3.9) и выбе-

рем порядок интегрирования.  
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Рисунок 3.9 ‒ Область D, ограниченная линиями 

2хy    и  2 xу  

Если внутренний интеграл брать по х (формула (3.6)), то нужно прово-

дить прямую, параллельную оси Oх . В этом случае точка входа будет нахо-

диться или на параболе, или на прямой, то есть область D  нужно будет раз-

бить на две области и вычислить два повторных интеграла.  

Если же внутренний интеграл брать по у (формула (3.5)), то нужно про-

водить прямую, параллельную оси Oу . В этом случае точка входа находится 

на параболе 2хy   (нижняя граница области), а точка выхода на прямой  

2 xу  (верхняя граница области). Значит, воспользуемся формулой (3.5): 

 
 

 
 dyyxfdxdydxyxf

b

a

x

xD

;;
2

1

  



, где   2

1 хx  ,   22  xx . 

Пределы а  и  b  внешнего интеграла найдѐм, решив систему уравнений










,2

,2

xy

xy
        22  xx      022  xx . 

Отсюда 11 х , 22 x , то есть 1а ,  2b . 
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Получим    





22

1 2

22
x

xD

dyyxdxdydxyx . 

Находим сначала внутренний интеграл, при этом смотрим на х как на 

постоянную величину.  

  



2222222

2
2

222222

222

x

x

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

yyxdyydyxdyydyxdyyx  

       





  42322222 44222 xxxxxxxxxxx  

42442 344232  xxxxxxxxx . 

Теперь вычисляем внешний интеграл. При этом подынтегральная функ-

ция получена нами в предыдущем действии.  

   dydxyx

D

2  



2

1

34 42 dxxxx 













2

1

2
45

4
45

xx
xx

 

        

























 141

4

1

5

1
242

4

2

5

2 2
45

2
45

 







 






  19

4

1

5

33
3

4

1

5

1
16

5

32
41

4

1

5

1
844

5

32
 

 19
20

5

20

12
619

4

1

5

3
6

20

3
12 . 

3.7 Вычисление двойного интеграла в полярных координатах 

Выше мы видели, что вычисление двойного интеграла становится доста-

точно простой задачей в случае правильных областей в декартовых коорди-

натах. Оказывается, что аналогичным образом может быть введено понятие 

области, правильной в полярной системе координат. Это позволит расширить 

наши возможности по вычислению двойных интегралов. 

Пусть с декартовой системой координат Oxy  связана полярная система 

координат так, что полюс совпадает с началом координат, а полярная ось 
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совпадает с осью Ox . Тогда декартовы и полярные координаты фиксирован-

ной точки связаны соотношениями 








.ry

rx




sin

,cos
                                                   (3.8) 

Рассмотрим двойной интеграл  
D

dydxyxf ; , предполагая, что область 

D  правильная, а функция  yxf ;  – непрерывна в области D . Тогда в силу 

достаточных условий  
D

dydxyxf ;  существует.  

Это означает, что     









D

n

i
iii dydxyxfSyxf ;;lim

10



 существует и не 

зависит  ни  от способа выбора точек  ii yx ;
 , ни от способа разбиения обла-

сти D . Пользуясь этим, свяжем разбиение области на элементарные части с 

полярной системой координат. Именно, разобьѐм область D  лучами  1  , 

2  , …, n    и окружностями 1rr  , 2rr  ,..., nrr   (рисунок 3.10).  

 

Рисунок 3.10 ‒ Разбиение области D  

в полярных координатах 

Положим 1 iii  ,  1 iii rrr . 
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В каждой из частичных областей iD  выберем точку  iii yxP ;  и обозна-

чим iOP   через ir , ni ,1 .  

 

Рисунок 3.11 ‒ Частичная область iD    

в полярных координатах 

Разбиение отрезков  n ;1  и  nrr ;1  будем считать столь мелким, что 

элементарную область iD  (рисунок 3.11) можно примерно считать прямо-

угольником с измерениями ir  и iir   (длина дуги окружности есть произ-

ведение радиуса на радианную меру соответствующего центрального угла). 

Тогда iiiiiii rrrrS   , поэтому  

     







 



n

i
iii

D

Syxfdydxyxf
10

;lim; 


  










n

i
iiiiiii rrrrf

10
sin;coslim 


, 

где  i
ni

Ddiam
,1

max


 . 

Поскольку  


n

i
iiiiiii rrrrf

1

sin;cos   есть интегральная сумма для 

интеграла  
D

ddrrrrf  sin;cos , то имеет место формула 

    
DD

ddrrrrfdydxyxf  sin;cos; .                         (3.9) 

Полученную формулу (3.9) называют формулой перехода от прямо-

угольных координат к полярным координатам в двойном интеграле. 
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Определение. Область D  называют правильной в полярной системе 

координат, если она ограничена парой лучей   ,       и парой 

кривых  1rr  ,  2rr  ,        ;12  rr . 

По области, правильной в полярной системе координат, построим сле-

дующий повторный интеграл для функции  ;rF :  

 
 

 
 









2

1

;

r

r

drrFd . 

Теорема. Если функция  ;rF  непрерывна в области D , правильной в 

полярной системе координат, то имеет место равенство 

   
 

 
  









2

1

;;

r

rD

drrFddrdrF . 

Следствие. С учетом полученной выше формулы (3.9) перехода к по-

лярным координатам имеем следующую формулу перехода от прямоуголь-

ных координат к полярным координатам: 

   
 

 
  









2

1

sin;cos;

r

rD

drrrrfddydxyxf .                   (3.10) 

Замечания. 1. Интегрирование в обратном порядке  встречается редко. 

                     2. Если полюс содержится внутри области D , то 0 , 

 2 . 

Пример 3.5. Перейдя к полярным  координатам, вычислить 

 
D

dydxyx
2216 , где D  – область,  ограниченная окружностью 

422  yx . 

Решение.  Сначала найдѐм выражение для подынтегральной функции в 

полярных координатах, а затем построим область интегрирования. 
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    



 2222 sincos16
sin

cos
16 




rr
ry

rx
yx

   2222 16sincos16 rr   .

 Теперь построим область D, ограниченную окружностью 422  yx  

(рисунок 3.12).  

 

Рисунок 3.12 – Область D,  

ограниченная окружностью 422  yx  

Далее воспользуемся формулой (3.10) 

    
 

 
  









2

1

sin;cos;

r

rD

drrrrfddydxyxf .  

Найдѐм выражение для уравнения окружности 422  yx  в полярных 

координатах, учитывая (3.8):      4sincos
22   rr , 

4sincos 2222   rr , 

  4sincos 222  r , 

42r        2r .  

Значит, 20  r , то есть   01 r ,   22 r , а так как полюс содержится 

внутри области D , то 0 ,  2 .  

Тогда по формуле (3.10)    
2

0

2
2

0

22 1616 drrrddxdyyx

D


 . 
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Найдѐм внутренний интеграл: 

durdr

rdrdu

ru

drrr

2

1

2

16

16

2
2

0

2








 

r u 

2 12 

0 16 

 
12

1616

12

12

16
32

1

2

1 2
3

2
1 u
duuduu  

 338
3

8

3

324

3

64

3

3212

3

416

3

1212

3

1616

3
12

16








uu

. 

Найдѐм внешний интеграл. Для этого «подставим» во внешний интеграл 

полученное выражение: 

     338
3

16
338

3

8
338

3

8
9

0

22

0

22  



ddydxyx

D

. 

3.8 Геометрические приложения двойных интегралов 

1. Площадь S  плоской области D  в декартовой системе координат 

находится по формуле  


D

dydxS .                                                   (3.11) 

2. Площадь S  плоской области D  в полярной системе координат нахо-

дится по формуле  


D

ddrrS  .                                                 (3.12) 

3. Объѐм V  тела, ограниченного областью D , лежащей в плоскости 

Oxy , цилиндрической поверхностью с образующей, параллельной оси Oz  и 

направляющей, являющейся границей области D , а также некоторой по-

верхностью  yxfz ; , непрерывной и неотрицательной в области D , нахо-

дится по формуле 

   dydxyxfV

D

 ; .                                          (3.13) 
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Объем V  тела, ограниченного сбоку цилиндрической поверхностью с 

образующей, параллельной оси Oz  и направляющей, являющейся границей 

области D , сверху и снизу поверхностями  yxzz ;2  и  yxzz ;1 , проекци-

ей которых на плоскость Oxy  является область D  (    yxzyxz ;; 21   в каж-

дой точке  yx;  области D ), находится по формуле  

     
D

dydxyxzyxzV ;; 12 .                                (3.14) 

Замечание. При вычислении объема цилиндрического тела не всегда 

необходимо изображать тело на рисунке, достаточно изобразить только об-

ласть D . Область D  – это сечение тела плоскостью  Oxy , поэтому в уравне-

ниях заданных поверхностей подставляем  0z  и получаем уравнения ли-

ний, ограничивающих область D . 

Пример 3.6. Найти площадь области, ограниченной пятилепестковой 

розой 5cosr . 

Решение. Построим в полярной системе координат пятилепестковую 

розу 5cosr  (рисунок 3.13). 

Так как все лепестки розы одинаковые, то по формуле (3.11) достаточно 

найти площадь области, ограниченной одним лепестком, и умножить на пять, 

то есть 
D

ddrrS 5 . 

 
Рисунок 3.13 ‒ Пятилепестковая роза 
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Найдѐм два луча, между которыми лежит один из пяти лепестков розы. 

Для этого решим уравнение   0r :  

05cos  ,  

 k,k
2

5 ,       


 k,k
k 

10

2
. 

Подставим в полученное решение 1k  и 0k    
10

  , 
10

  . 

Тогда по формуле (3.10) получим:  








5cos

0

10

10

55 drrdddrrS

D

. 

Внутренний интеграл:
   

2

5cos

2

2

0

5cos25cos

0




r
drr . 

Внешний интеграл:  


10

10

2

5cos
55

2



 dddrrS

D
 

   


10

10

10cos1
4

5



 d 






 


10

10

10sin
10

1

4

5





  





  

sin
10

1

104

5

 

  





  

sin
10

1

104

5

488104

5

104

5 







 . 

Пример 3.7.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

0422  yyx , 0822  yyx , xy  , 0x . 

Решение. Воспользуемся формулой (3.11) 
D

dydxS . 

 Чтобы построить область D (рисунок 3.14), преобразуем уравнения ли-

ний 0422  yyx   и  0822  yyx   следующим образом:  

1) 044422  yyx       42
22  yx  ‒ уравнение окружности с 

центром в начале координат и радиусом 2; 
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2) 01616822  yyx        164
22  yx  ‒ уравнение окружно-

сти с центром в начале координат и радиусом 4. 

 

Рисунок 3.14 ‒ Область D , ограниченная линиями  
0422  yyx , 0822  yyx , xy  , 0x  

 

Очевидно, область правильная в полярной системе координат. Учитывая 

(3.8), запишем уравнения линий, ограничивающих область в полярной си-

стеме координат: 

0422  yyx     0sin42  rr      sin4r ; 

0822  yyx      0sin82  rr      sin8r ; 

4

  xy , 
2

0
 x . 

Тогда    
2

4

sin8

sin4








 drrddxdyS

D

. 

Внутренний интеграл:
   

   


2

sin4

2

sin8

2

22

sin4

sin82sin8

sin4









r
drr  

 222 sin24sin8sin32  . 
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Внешний интеграл:    
2

4

2

4

cos21
2

1
24sin24 2








 ddS  

  





 






   







sin

2

1

2
12sin2

2

1
12cos2112

4

2

2

4

d 





 

2
sin

2

1

4
12


 

63636
2

1

4
120

2
12 






 






  

. 

Пример 3.8. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 42  zx , 

1y , 0z , 02  yx . 

Решение. Для вычисления объѐма тела воспользуемся формулой (3.13)  

  dydxyxfV

D

 ; , где  yxfz ;  – уравнение верхней границы тела, то есть 

24 xz  , D  – проекция тела на плоскость Oxy , то есть основание этого те-

ла. Построим область D  (рисунок 3.15), для этого в каждое из уравнений по-

верхностей, ограничивающих тело, подставим  0z  (уравнение плоскости 

Oxy ):  42 x  или 2x , 1y , 02  yx . 

 

 
 

Рисунок 3.15 – Область, ограниченная линиями   
2x , 1y , 02  yx  
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Поверхности  42  zx  и 0z  ограничивают тело сверху и снизу. Что-

бы определить, какая из поверхностей верхняя, нужно координаты любой 

внутренней точки области D  подставить в уравнения поверхностей. Возьмѐм 

точку  0;0О : 

1) 24 xz     404 2 z ; 

2) 0z . 

Так как 04  , то 24 xz   – это верхняя поверхность. Тогда 

   





2

1

2
2

2

4
x

D

dyxdxdydxy;xfV . 

Внутренний интеграл:   


















1

232

1

2

3
44

xx
x

xdyx

   

   










 


3

2
24

3
x

x

 

   










 


3

1
14

3  





3

1
4

3

2
84

3
x

x
 

 
3

35

3

2
4

3





x

x . 

Внешний интеграл:  














 



2

2

3

3

35

3

2
4 dx

x
xV  

 
















2

24
2

3

35

12

2
2

xx
x

 









 





3

235

12

22
22

4
2

 

     










 





3

235

12

22
22

4
2 

3

70

12

256
8 

3

70
08 

3

140

3

64

 

3

1
25

3

76
 . 
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3.9 Решение инженерных задач разделов механики  
с использованием  двойных интегралов 

Пусть материальная пластина лежит на плоскости Oxy  и занимает при 

этом область D , а  yx;  ‒ плотность распределения масс пластины (по-

верхностная плотность). Тогда справедливы формулы: 

1. Масса плоской пластины:   

  dydxyxM

D

 ; .                                               (3.15) 

2. Статистические моменты пластины D  относительно осей Ox  и Oy :  

 
D

x dydxyxyS ; ,   
D

y dydxyxxS ; .                      (3.16) 

3. Моменты инерции пластинки D : 

 
D

x dydxyxyJ ;2  – момент инерции относительно оси Ox ,      (3.17) 

 
D

y dydxyxxJ ;2  – момент инерции относительно оси Oy ,       (3.18) 

    
D

dydxyxyxJ ;22
0   – полярный момент инерции  

 относительно начала координат.     (3.19) 

4. Координаты центра тяжести  cc yx ;  пластины: 

 

 




D

Dy
с

dydxyx

dydxyxx

М
S

х
;

;




 ;               

 

 




D

Dx
с

dydxyx

dydxyxy

М
S

y
;

;




.       (3.20) 
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Пример 3.9. Найти массу пластины, занимающей часть плоскости (без 

начала координат), ограниченную окружностью 822  yx  и прямой 2x , 

если плотность распределения масс  
22

;
yx

x
yx


 .  

Решение. Будем пользоваться формулой (3.15) 



D yx

dxdy
M

22
. По-

строим область D  (рисунок 3.16). 

 

Рисунок 3.16 ‒ Область D, ограниченная линиями 

822  yx  и 2x  

Область D  является правильной в полярной системе координат. Учиты-

вая (3.8) 















.ry

rx




sin

,cos

 , 

запишем уравнения кривых, ограничивающих об-

ласть в полярной системе координат: 
 

822  yx          8sincos
22   rr      82 r   22r ; 

2x       2cos r     
cos

2
r ; 

OA : xy     0cos:cossin   rrr     1tg       
4

  ; 
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OB : xy      0cos:cossin   rrr   1tg    
4

  . 

Тогда ввиду того, что   



cos

sincos

cos
;

222222








rr

r

yx

x
yxp ,  

получаем  






4

4 cos
2

22

22
cos






 drrd
yx

dxdy
M

D

. 

Внутренний интеграл:    



cos

2

cos
2

cos
2

2222222

2
coscoscos

r
drrdrr  

  







































2

2
2

cos

4
8

2

cos

cos

2
22

2

cos
. 

Внешний интеграл: 







 



4

4

2cos

4
8

2

cos








dM  









 



4

4

4

4

4

4

cos
cos

4

2

1
cos4cos

cos

4
8

2

1
22


















ddd  






















 


4

sin
4

sin4
42

tgln2sin4

4

4

4

4










 







 















































4
sin

4
sin4

42
tgln

42
tgln2 44  

 








 













 






 

8
tgln

8

3
tgln2

4
sin24

48
tgln

48
tgln2


 








































8
tg

8

3
tg

ln224
8

tgln
8

3
tgln2

2

2
8 




. 
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Пример 3.10. Найти массу, статистические моменты и координаты цен-

тра тяжести пластины, лежащей в первой четверти, ограниченной эллипсом 

1
4

2
2

 y
x

 и координатными осями. Поверхностная плотность в каждой точ-

ке фигуры задаѐтся формулой   xyyx 2;  . 

Решение. Построим область D , ограниченную заданными линиями (ри-

сунок 3.17). 

 

Рисунок 3.17 – Область D , ограниченная эллипсом 

1
4

2
2

 y
x

 и координатными осями 

1. По формуле (3.15) найдѐм массу пластины: 

   



2

0

1

0

4

2

2;

x

dyxydxdxdyyxM

D

 . 

Внутренний интеграл:    


4

2

4

2
1

0

1

0

22

xx

dyyxdyxy  


0

1
2 4

2x

xy      

4
0

4
1

32
x

x
x

x 









 . 

Внешний интеграл: 




















  0

16

2

2

2

1624

42

0

2422

0

3
xx

dx
x

xМ   

112  . 
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2. Статистические моменты найдѐм по формулам (3.16). 

2.1.    



2

0

1

0

2
4

2

2;

x

dyyxdxdydxyxyS

D

x  . 

Внутренний интеграл:     


4

2

4

2
1

0

2

1

0

2 22

xx

dyyxdyxy   





0

1

3
4

2

3
2

x

y
x 



0

1

3

4

2

3

2

x

yx  

2
3

4
1

3

2
0

4
1

3

2 2
3

2



























x
x

x
x . 

Внешний интеграл:   









  dx

x
xdydxyxyS

D

x

2

0

2 2
3

4
1

3

2
;  

duxdx

dx
x

du

x
u

2

2

4
1

2







  

 

x u 

2 0 

0 1 

     duuduuduu
1

0

0

1

0

1

2
3

2
3

2
3

3

4

3

4
2

3

2

 

 
15

8
01

15

8

15

8

3

4

0

1

0

1

2
5

2
52

5

 u
u

. 

2.2.    



2

0

1

0

2
4

2

2;

x

dyyxdxdydxyxxS

D

y  . 

Внутренний интеграл:  


4

2

4

2
1

0

2

1

0

2 22

xx

dyyxdyyx  
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



0

1

2
2

4

2

2
2

x

y
x 



0

1

22

4

2
x

yx
4

0
4

1
4

2
2

2 x
x

x
x 










 . 

Внешний интеграл:   









 

2

0

4
2

4
; dx

x
xdydxyxxS

D

y   

15

56

5

32

3

8
0

20

2

3

2

203

53

0

253
























xx
. 

3. Тогда  
15

8


M

S
x

y
c ,  

15

56


m

S
y x

c . 

Контрольные вопросы 

1. Каковы основные свойства двойного интеграла? 

2. Какая область называется правильной? 

3. Как свести двойной интеграл по правильной области к повторному? 

4. Запишите формулу вычисления двойного интеграла в полярных коор-

динатах. 

5. Запишите формулу вычисления площади плоской области. 

6. Запишите формулу вычисления объѐма тела. 

7. Как вычисляется масса плоской пластины? 

8. Как найти центр тяжести плоской пластины при заданной поверх-

ностной плотности? 
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ЧАСТЬ 2 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

И ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

В МАТЕМАТИЧЕСКОМ МОДЕЛИРОВАНИИ 

ТЕХНИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

ГЛАВА 4 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ФУНКЦИИ  
КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

4.1 Понятие комплексного числа 

Определение.  Множество всех пар действительных чисел  ba; , для ко-

торых определены операции сложения и умножения, называют множеством  

комплексных чисел и обозначают символом  . 

Комплексное число принято обозначать  baz ; . При этом первое чис-

ло a  пары  ba;  называется действительной частью комплексного числа z  

и обозначается символом za Re , второе число b  пары  ba;  называется  

мнимой частью комплексного числа z  и обозначается символом zb Im .  

Reelle (действительный), Imaginaire (мнимый) – сокращение француз-

ских слов. 

      Таким образом по определению    baz ; :  za Re  ,  zb Im   . 

Два комплексных числа  111 ; baz   и  222 ; baz   равны тогда и только 

тогда, когда равны их действительные и мнимые части, то есть 21 zz   лишь 

если 2121 , bbaa  . 

4.2 Операции над комплексными числами  

Суммой комплексных чисел  111 ; baz   и  222 ; baz   называется ком-

плексное число  baz ; , где 

2121 , bbbaaa  .                                          (4.1) 

Обозначают сумму стандартным образом: 21 zzz  . 
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Произведением  комплексных чисел  111 ; baz   и  222 ; baz   называет-

ся комплексное число  baz ;
  такое, что  

12212121 babab,bbaaa  .                                  (4.2) 

Операции сложения и умножения комплексных чисел обладают следу-

ющими легко проверяемыми свойствами: 

1. Коммутативность: 1221 zzzz  , 1221 zzzz  . 

2. Ассоциативность:    321321 zzzzzz  ,    321321 zzzzzz  . 

3. Дистрибутивность:   3231321 zzzzzzz  . 

Следует отметить, что для обозначения операций над комплексными 

числами используются те же символы, что и для соответствующих операций 

над действительными числами. Это объясняется тем, что комплексные числа 

можно рассматривать как обобщение действительных чисел в следующем 

смысле. 

 Если каждому действительному числу a  сопоставить комплексное чис-

ло  0;a , то оказывается, что помимо очевидного взаимно однозначного со-

ответствия a ~  0;a  ещѐ сохраняется и соответствие между операциями. В 

самом деле, если 1a ~  0;1a  и 2a ~  0;2a , то 1a 2a ~  0;21 aa   и  0;1a

  0;2a  0;21 aa  , а 1a 2a ~  0;21 aa   и  0;1a  0;2a  0;21 aa  . 

В связи с этим, будем действительное число рассматривать как частный 

случай комплексного числа, для которого мнимая часть равна нулю, и вместо 

записи  0;a  писать просто  a . 

Далее будем называть 

 комплексное число вида  b;0  ‒ чисто мнимым; 

 комплексное число  0;0  ‒ нулѐм и обозначать  0;00  ; 

 комплексное число  0;1  ‒ единицей и обозначать  0;11 ; 

 комплексное число  1;0  ‒ мнимой единицей и обозначать  1;0i . 
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4.3 Алгебраическая форма записи комплексного числа 

 В силу определения произведения комплексных чисел справедливо ра-

венство        01;0110;11001;01;02  iii .  

Ввиду нашего соглашения это означает, что 12 i  или 1i . 

Заметим, что всякое комплексное число можно записать следующим об-

разом: 

            ibabababaz  1;00;0;;00;; . 

Это означает, что всякое комплексное число  baz ;  может быть пред-

ставлено в виде суммы действительного числа a  и чисто мнимого числа ib . 

Представление комплексного числа в виде 

ibaz                                                           (4.3) 

называется алгебраической формой записи комплексного числа.  

Нетрудно проверить, что операции сложения и умножения  комплекс-

ных чисел можно проводить по обычным правилам алгебры многочленов с 

учѐтом того, что 12 i .  

Комплексное число 

ibaz                                                           (4.4) 

называется сопряжѐнным  числу ibaz  . 

Операции вычитания и деления комплексных чисел определяются как 

обратные к операциям сложения и умножения.  

Комплексное число ibaz   называется разностью  комплексных чи-

сел  111 ; baz   и  222 ; baz  , если  

21 aaa  ,  21 bbb  ,                                          (4.5) 

и обозначается 21 zzz  .  

Комплексное число ibaz   называется частным комплексных чисел 

 111 ; baz   и   0; 222  baz , если 21 zzz  , и обозначается 
2

1

z

z
z  .  
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Пусть комплексные числа 1z  и 2z  заданы в алгебраической форме, то 

есть 222111 , ibazibaz  , тогда введенные выше операции можно запи-

сать следующим образом: 

       2121221121 bbiaaibaibazz  , 

       2121221121 bbiaaibaibazz  , 

    21
2

212121221121 bbiaibbiaaaibaibazz  

     1221212121212121 1 babaibbaabbabbaiaa  , 

  
   













2

2
22

2

21
2

212121

2222

2211

22

11

2

1

bia

bbiaibbiaaa

ibaiba

ibaiba

iba

iba

z

z
 

     











2
2

2
2

21212121
2

2
2

2

21212121

1

1

ba

baabibbaa

ba

bbbaabiaa
 

2
2

2
2

2121
2

2
2

2

2121

ba

baab
i

ba

bbaa









    при 0

2
2

2
2 ba  

 0или 2 z . 

Отметим, что последняя из приведенных формул была получена домно-

жением числителя и знаменателя на число, сопряженное к знаменателю. 

Пример 4.1. Вычислить 21 zz  , 
2

1

z

z , если iz 541  , iz 732  . 

Решение.  

1)        2
21 3528151273547354 iiiiiiizz  

ii 4323354312  . 

2) 
  
   

















2

2

2

1

499

35281512

7373

7354

73

54

73

54

i

iii

ii

ii

i

i

i

i

z

z

 

i
ii

58

13

58

47

58

1347

499

351312








 .
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Пример 4.2. Решить квадратные уравнения: , . 

Решение. 1) ,   

165236131462 D , 

  iiD 41611616 2  , тогда 

. 

2) , 

, 

812,1 z , где , тогда 

. 

Замечание. В случае вещественных коэффициентов квадратного урав-

нения его комплексные корни всегда сопряженные. Теорема Виета справед-

лива и тогда, кода коэффициенты квадратного уравнения комплексные. 

4.4 Геометрическое изображение комплексных чисел 

Поскольку комплексное число определяется как пара действительных 

чисел, то естественной геометрической интерпретацией является изображе-

ние комплексного числа ibaz   точкой плоскости  yx;  с декартовыми 

координатами ax   и by  . Число 0z  ставится в соответствие началу ко-

ординат данной плоскости (рисунок 4.1). Такую плоскость будем называть  

комплексной плоскостью, ось абсцисс – действительной, а ось ординат – 

мнимой осью комплексной плоскости.  

01362  zz 0812 z

01362  zz

i
i

z 23
2

46
2,1 




0812 z

812 z

ii 98181 2 

iz 92,1 
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Рисунок 4.1 ‒ Геометрическое изображение комплексного числа 

Комплексное число также может изображаться радиус-вектором соот-

ветствующей точки (рисунок 4.3). 

При этом устанавливается взаимно однозначное  соответствие между 

множеством всех комплексных чисел ibaz   и множеством точек ком-

плексной плоскости  ba; , а также между множеством всех комплексных чи-

сел и множеством радиус-векторов, проекции x  и y  которых на оси абсцисс 

и ординат соответственно равны a  и b . Такое соответствие позволяет отож-

дествлять операции сложения и вычитания комплексных чисел с соответ-

ствующими операциями над векторами. Так, сумма (рисунок 4.2 а) и раз-

ность (рисунок 4.2 б) комплексных чисел 111 ibaz   и 222 ibaz   будут 

представлены диагоналями  параллелограмма, построенного на векторах 

 11; ba  и  22; ba  как на сторонах.  

  

а б 

Рисунок 4.2 – Сумма и разность комплексных чисел 
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4.5 Тригонометрическая и показательная формы записи  

комплексного числа 

 Для определения положения точки на плоскости можно использовать 

полярные координаты  ;ρ , где   – расстояние точки от начала координат, 

а   ‒ угол, который составляет радиус-вектор данной точки с положитель-

ным направлением оси абсцисс (рисунок 4.3).  

Учитывая, что  sin,cos  yx , получим форму записи комплекс-

ного числа 

   sincos iz  ,                                                (4.6) 

называемую тригонометрической.  

При этом   называют модулем,   – аргументом комплексного числа и 

обозначают z , zArg .  

 

 

Рисунок 4.3 – Изображение комплексного числа  
как радиус-вектора точки 

Из геометрической интерпретации следует, что модуль численно равен 

расстоянию от начала координат до точки ibaz  , то есть 

22
baz  ,                                                    (4.7) 
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а аргумент определяется из решения уравнения 
a

b
tg  (при этом необходи-

мо учитывать знаки a  и b ). Отметим, что аргумент комплексного числа 

определен с точностью до слагаемого k2 , k  . 

Обычно в аргументе числа z  выделяют главное значение, обозначаемое 

через zаrg  и заключенное в пределах  2arg 00  z , где 0  ‒ произ-

вольное фиксированное число (как правило 00  ). Тогда kzz 2argArg  , 

k  , причѐм 
































.0,0если,
2

;0,0если,
2

;0,0если,arctg

;0,0если,arctg

;0если,arctg

arg

ba

ba

ba
a

b

ba
a

b

a
a

b

z









                              

  

 (4.8) 

Аргумент комплексного числа 0z  вообще не определен, а его модуль 

равен нулю.  

Два отличных от нуля комплексных числа равны между собой в том и 

только в том случае, если равны их модули, а значения аргументов или рав-

ны, или отличаются на число кратное 2 .  

Комплексно сопряженные числа имеют один и тот же модуль, а значе-

ния аргументов отличаются на число кратное 2  (в частности равны). 

Пример 4.3. Изобразить на комплексной плоскости и представить в три-

гонометрической форме числа: ; ; ; .  

Решение.  Данные комплексные числа изображены векторами на плос-

кости на рисунке 4.4. 

21 z iz 22  iz 333  iz 3224 
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1. Модули и аргументы чисел  и  можно найти непосред-

ственно по рисунку:  

211  z , 222  z ;   , . 

Тогда , . 

 

Рисунок 4.4 – Изображение комплексных чисел к примеру 4.3 

2. Комплексное число III квадранту: 33 a , 33 b . Тогда 

по формулам (4.7) и (4.8) получим: 

    231833
22

33  z ; 

. 

Тогда . 

3. Комплексное число I квадранту: 24 a , 324 b . Тогда 

по формулам (4.7) и (4.8) получим 

  416322
22

44  z ; 

21 z iz 22 

0arg 11  z
2

arg 22
  z

 0sin0cos21 iz  






















2
sin

2
cos22


iz

iz 333 

4

3

4
1arctg

3

3
arctgarg 33

 



 z
























4

3
sin

4

3
cos232


iz

iz 3224 
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. 

Тогда  . 

 

Пусть  1111 sincos  iz  ,  2222 sincos  iz  , найдем их произ-

ведение: 

    22211121 sinsincos  icosizz  

   212121 sinsincoscos   2121 sincoscossin  i . 

Дальше можно воспользоваться известными формулами «косинус сум-

мы» и «синус суммы» и окончательно получим формулу произведения ком-

плексных чисел в тригонометрической форме: 

    21212121 sincos   izz .                            (4.9) 

Отсюда следует 2121 zzzz   и   2121 argargarg zzzz  , то есть мо-

дуль произведения равен произведению модулей, аргумент – сумме аргумен-

тов сомножителей. 

Так же можно найти частное комплексных чисел 1z  и 2z , если 02 z . 

 
 

  
   








2222

2211

2

1

222

111

2

1

sincossincos

sincossincos

sincos

sincos










ii

ii

i

i

z

z
 

   
2

2
2

2
21212121

2

1

sincos

sincoscossinsinsincoscos











i

. 

Дальше воспользуемся известными формулами «косинус разности», 

«синус разности» и «основное тригонометрическое тождество» и получим 

формулу частного двух комплексных чисел в тригонометрической форме, 

если 02 z
: 

    2121
2

1

2

1 sincos 



 i
z

z
.                           (4.10) 

3
3arctg

2

32
arctgarg 44

  z







 

3
sin

3
cos42


iz
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Произведение n  равных чисел z  называется п-й степенью числа z  и 

обозначается символом n
z : 

разn

n
z...zz  . 

Обратная операция – извлечение корня – определяется следующим об-

разом: число w  называется корнем п-й степени из числа z  и обозначается 

символом n z , если zw
n  .  

Для выполнения этих двух операций удобна тригонометрическая форма 

записи. Так, если  ,iz  sincos   то справедлива формула Муавра 

   ninz
nn sincos  .                                       (4.11) 

Для обратной операции справедлива формула 

 ,
2

sin
2

cos 





 





n

k
i

n

k
z nn  где 1...,,2,1,0  nk .       (4.12) 

Число различных значений корня п-й степени из комплексного числа 

равно п. Точки комплексной плоскости, соответствующие различным значе-

ниям корня п-й степени, расположены в вершинах п-угольника, вписанного в 

окружность радиуса n   с центром в точке 0z .  

Из формулы Муавра следуют два свойства: nn
zz   и znz

n argarg  . 

Пример 4.4. Вычислить  . 

Решение. Представим комплексное число  в тригонометри-

ческой форме (более подробно можно посмотреть в примере 4.2). 

  sincos iz  , где     231
22  z ,   

. 

Тогда  z . 

Применим формулу (4.11) и получим: 

 60
31 i

31 iz 

3

2

1

3
arctgarg

 









 z







 

3

2
sin

3

2
cos231


ii
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Пример 4.5. Найти все решения уравнения 0166 24  izz .  

Решение. Обозначим 2
zw  , тогда уравнение относительно w  будет 

квадратным: 01662  iww .  

Найдем его корни через дискриминант:  

  10064361646 22  iiD    iD 10100  , тогда 

ii
ii

w 53
2

106
2,1 


   или  iiiw 2531  , iiiw 8532  . 

Cогласно введенному обозначению: iziz 8;2 22   или iz 8 ; iz 2 .  

Запишем выражения, стоящие под знаком корня в последних равен-

ствах, в тригонометрической форме (подробное рассмотрение в примере 4.2):  






















2
sin

2
cos88


ii ; 




















2
sin

2
cos22


ii .  

Тогда искомые корни заданного уравнения определяются следующими 

выражениями: 















 











2

2
2sin

2

2
2cos82,1

k

i

k

z , где  .1,0k  















 











2

2
2sin

2

2
2cos24,3

k

i

k

z , где  .1,0k   

При 0k    





 








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






4
sin

4
cos22

4
sin

4
cos81


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ii 22
2

2

2

2
22 








 ; 

    .240sin40cos2
3
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60sin

3

2
60cos231 60606060













 






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




















4
sin

4
cos23


iz ii 








 1

2

2

2

2
2 ; 

при 1k    





 















 





4

3
sin

4

3
cos22

2

2
2sin

2

2
2cos82



iiz

 

ii 22
2

2

2

2
22 








 ; 
















 





2

2
2sin

2

2
2cos24



iz ii 







 1

2

2

2

2
2 . 

Замечание 1. Для сокращения записей чисел и свойств операций над 

ними применяют вместо (а иногда и вместе) тригонометрической формы за-

писи, так называемую показательную форму записи комплексных чисел.  

Используя формулу Эйлера 

  sincos ie
i  ,                                            (4.13) 

из тригонометрической формы записи можно получить так называемую по-

казательную форму записи комплексного числа: 

  i
ez  .                                                     (4.14) 

Пусть 21
2211 ,

  ii
ezez  , легко показать справедливость следую-

щих равенств: 

 21
2121

  i
ezz ,   21

2

1

2

1 


  i

e
z

z
;                          (4.15) 

    innnin
eez  ;                                         (4.16) 

i
n

k

nn in eez


 

2

 , 1...,,1,0  nk .                      (4.17) 
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Отметим, что свойства операций в показательной форме записи выгля-

дят так, как если бы символ  i
e  обладал свойствами функции x

e  (экспонен-

ты).  

Замечание 2. Формулу Эйлера  sincos ie
i   можно рассматривать 

как определение выражения i
e .  

Нетрудно видеть, что из формулы Эйлера немедленно следуют еще три 

формулы  sincos ie
i  , 

2
cos




ii
ee


 ,  
2

sin



ii

ee


 , 

также называемые формулами Эйлера. 

Пример 4.6. Вычислить:  

Решение. Представим комплексное число  в тригонометриче-

ской форме   sincos iz   (разбор таких заданий в примере 4.2).  

У нас   211
22  z , , тогда  

z  

Следовательно, по формуле (4.12) получим: 

 

Полагаем  последовательно  и найдѐм все значения корня, 

сразу запишем их в показательной форме: 

При 0k    1688
0 2

16
sin

16
cos2

 i
eiw





















 ; 

При 1k    














 





4

2
4sin

4

2
4cos28

1



iw  

.14 i

iz 1

41

1
arctgrga

 





  z

.
2

sin
4

cos1 





















ii

.3,2,1,0,
4

2
4sin

4

2
4cos21 84 















 



 k

k

i

k

iwk



3,2,1,0k
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





 

16

7
sin

16

7
cos28 

i 16
7

8 2
i

e ; 

При 2k    














 





4

4
4sin

4

4
4cos28

2



iw  







 

16

15
sin

16

15
cos28 

i 16
15

8 2
i

e ; 

При 3k    














 





4

6
4sin

4

6
4cos28

3



iw  







 

16

23
sin

16

23
cos28 

i 16
23

8 2
i

e . 

4.6 Комплексные числа в электротехнике 

Из физики известно, что переменным током называется ток, изменяю-

щийся с течением времени как по величине, так и по направлению. Из всех 

переменных токов наибольшее распространение имеет периодический сину-

соидальный ток.  

Любая синусоидальная функция времени однозначно задаѐтся амплиту-

дой, частотой и начальной фазой:    fM tFtf   sin , где t  ‒ время, MF  ‒ 

максимальное значение функции или амплитуда,   ‒  угловая частота,   f  ‒ 

начальная фаза (угол функции в начальный момент времени 0t ), аргумент 

синуса  ft    называется фаза или фазовый угол (он определяет значение 

функции  tf  в любой момент времени t ). 

Как известно, синусоидальная функция  tf
 времени может быть пред-

ставлена в виде вектора длины MF , который вращается против часовой 

стрелки с угловой скоростью (частотой)  , при этом начальное положение 

вектора определяется начальной фазой f . Направление вектора в любой 
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момент времени t  указывает фазы синусоидальной функции в данный мо-

мент, то есть угол, на который повернулся вектор в определенный промежу-

ток времени. 

В электротехнике тема «Переменный ток» занимает особое место, так 

как большинство электротехнических установок работает на переменном то-

ке, который изменяется синусоидально и имеет преимущество в плане эко-

номии энергоресурсов. 

В электрических цепях переменного тока напряжение является синусои-

дальной функцией времени, а его уравнение имеет вид    uМ tUtu   sin , 

где u  ‒ мгновенное значение напряжения, МU ‒ максимальное значение (ам-

плитуда) напряжения,   ‒ угловая частота, t  ‒ время,  u  ‒ начальный фазо-

вый угол,  t  ‒ электрический угол. При этом с течением времени 

напряжение изменяется синусоидально. Аналогичный вид имеют уравнения 

и других синусоидально изменяющихся величин, например, уравнения тока 

   iМ tIti   sin  и ЭДС    eМ tEte   sin . Поэтому при расчете цепей 

переменного тока приходится использовать синусоидально изменяющиеся 

величины, в частности, складывать, вычитать, умножать и делить их. А так 

как комплексное число на плоскости может быть представлено вектором, то 

наиболее удобной для расчетов стала комплексная система. Сложение и вы-

читание удобно производить в алгебраической форме, а умножение и деле-

ние – в показательной. 

В комплексном методе ток и напряжение имеют следующий вид записи 

в показательной форме:  

ij
eII




, uj
eUU




, 

где 
2

МI
I  , 

2

МU
U   ‒ действующие (эффективные) значения тока и напря-

жений. Стоит обратить внимание, что в электротехнике мнимая единица обо-

значается символом « j », так как символ « i » занят для обозначения тока.  
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Пример 4.7. Ток задан в комплексной форме jI 54


. Записать урав-

нение тока. 

Решение. Чтобы составить уравнение, необходимо знать амплитуду и 

начальный фазовый угол. Для начала найдѐм модуль и аргумент комплексно-

го числа  j54  по формулам (4.7) и (4.8): 

  403,6415454
22  j ; 

  o51
4

5
arctg

4

5
arctg54arg 


 j . 

Значит действующее значение тока I А403,6 , тогда амплитуда 

АIIМ 055,92403,62  , а начальная фаза  o51i . Тогда искомое 

уравнение тока    о51sin055,9  tti  . 

Пример 4.8. В цепь переменного тока включены две параллельные вет-

ви, которые содержат некоторое сопротивление (рисунок 4.5). При этом из-

вестны амплитуда, частота и начальная фаза токов 1i  и 2i :  о
1 45sin4  ti  , 

 о
2 30sin2  ti  . Определить амплитуду, частоту и начальную фазу тока i , 

а также составить его уравнение. 

 

 

Рисунок 4.5 – Токи в параллельных ветвях цепи переменного тока 
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Решение. Согласно 1-му закону Кирхгофа (алгебраическая сумма токов, 

которые втекают в узел, равна алгебраической сумме токов, которые выте-

кают из узла) получим 21 iii  , то есть    оо 30sin245sin4  tti  .  

Переведѐм уравнения токов  1i  и 2i  в комплексную форму: 

   jjeI
j 828,2828,2

2

1
45sin45cos4

2

1

2

4 оо45
1

o




, 

     jjetI
j 


732,1

2

1
03sin03cos2

2

1

2

2
30sin2 оо30о

2

o

 . 

Тогда    jjjI 828,356,4
2

1
732,1828,2828,2

2

1



. Найдѐм модуль и 

аргумент комплексного числа   j828,356,4
2

1
   по формулам (4.7) и (4.8) 

  549,5
2

1
828,356,4

2

1
828,356,4

2

1 22  j
 


 
АIМ 549,5 ; 

  o40
56,4

828,3
arctg828,356,4

2

1
arg 



  j . 

 Cледовательно  о40sin549,5  ti  . 

Контрольные вопросы 

1. Что такое мнимая единица? 

2. Записать комплексное число в алгебраической и тригонометрической 

формах.  

3. Как изображается комплексное число на плоскости?  

4. Что такое модуль и аргумент комплексного числа? 

5. Как выполнять действия над комплексными числами в арифметиче-

ской и тригонометрической формах? 

6. Записать формулу Муавра. 

7. Записать формулу корня степени  из комплексного числа.  n
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ГЛАВА 5   ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

5.1 Начальные сведения 

Большое число математических моделей, применяемых при изучении 

природных процессов, основаны на построении зависимостей между изучае-

мыми признаками. Достаточно часто удается установить не прямые зависи-

мости (уравнения), а лишь некоторые связи между этими величинами и их 

производными. Например, при изучении законов движения в механике, раз-

личные типы движений описываются связями между пройденным путем, 

мгновенной скоростью, мгновенным ускорением. В результате, возникает 

соотношение (или соотношения), содержащее искомую функцию, еѐ произ-

водные или дифференциалы и аргумент (или аргументы).  

Определение. Дифференциальным уравнением называется уравнение, 

связывающее независимую переменную (или переменные), искомую функ-

цию и еѐ производные  (или дифференциалы).  

Определение. Дифференциальное уравнение для функции одного пере-

менного называется обыкновенным дифференциальным уравнением. 

Определение. Дифференциальное уравнение для функции нескольких 

переменных, содержащее частные производные, называют дифференциаль-

ным уравнением в частных производных. 

Здесь мы будем рассматривать только обыкновенные дифференциаль-

ные уравнения.  

Обыкновенное дифференциальное уравнение может быть записано сле-

дующим образом:    0;;;;;  n
y...yyyxF  или   0;;;;; 2 yd...yddyyxF

n . 

Поскольку дифференциалы и производные связаны 
  ...ndxyyd

nnn ,2,1,  , то достаточно рассматривать только дифференци-

альные уравнения вида    0;;;;;  n
y...yyyxF . 
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Определение. Порядком дифференциального уравнения называется 

порядок старшей производной (или дифференциала) искомой функции, вхо-

дящей в это уравнение.  

Определение. Решением дифференциального уравнения n -го порядка 

называется n  раз дифференцируемая функция, которая при еѐ подстановке в 

уравнение обращает его в тождество.  

Будем различать случаи, когда решение записывается как явная функ-

ция, и именно за этим случаем сохраним название «решение». В том случае, 

когда решение записывается в неявном виде, мы будем говорить об интегра-

ле дифференциального уравнения. 

Определение. График решения (или интеграла) называется интеграль-

ной кривой рассматриваемого дифференциального уравнения. 

5.2 Основные понятия о дифференциальных уравнениях  
первого порядка 

Согласно данному выше общему определению дифференциальное урав-

нение первого порядка может быть записано в виде 

  0;; yyxF ,                                               (5.1) 

где  zyxF ;;  – заданная функция, определенная и непрерывная в области 

D   . Область D  принято называть областью определения дифференци-

ального уравнения (5.1). 

Предположим, что уравнение (5.1) можно записать в виде
 

 yxfy ; .                                                (5.2) 

Определение. Уравнение  yxfy ;  называют дифференциальным 

уравнением первого порядка, разрешѐнным относительно производной.  

Имеет место утверждение, называемое теоремой существования и един-

ственности решения дифференциального уравнения. 
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Теорема Коши существования и единственности решения диффе-

ренциального уравнения 1-го порядка. Пусть в окрестности точки  00; yx  

функции  yxf ; , 
 

y

yxf


 ;

  непрерывны. Тогда дифференциальное уравне-

ние (5.2) в некоторой окрестности точки 0x  имеет единственное решение 

 xyy  , удовлетворяющее условию   00 yxy  .  

 Отметим, что теорема Коши утверждает следующее: при выполнении 

условий этой теоремы через точку  00; yx  проходит единственная инте-

гральная кривая дифференциального уравнения (5.2). 

Определение. Задачей Коши для дифференциального уравнения (5.1) 

понимают задачу о поиске решения этого дифференциального уравнения, 

удовлетворяющего условию   00 yxy  . 

 Таким образом, задача Коши для дифференциального уравнения перво-

го порядка может быть записана в виде 

 
 







.

,0;;

00 yxy

yyxF
      или        

 
 







.yxy

yxfy

00

,;
                          (5.3) 

Замечание. Дополнительное условие   00 yxy   в задаче Коши называ-

ют также начальным условием. Это связано с тем, что, как правило, в при-

кладных задачах условие такого типа описывает состояние изучаемого про-

цесса в момент времени 0t . 

 Вернѐмся к дифференциальному уравнению  yxfy ;  в окрестности 
точки  00; yx . Очевидно, что       00000 ;; yxfxyxfxy  . Однако 

 0xy  представляет собой угловой коэффициент касательной к графику 
функции  xyy  , которая является решением дифференциального уравне-
ния. Это означает, что дифференциальное уравнение  yxfy ;  в каждой 
точке  00; yx  определяет некоторое направление. 
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Определение. Полем направлений дифференциального уравнения 

 yxfy ;  называют совокупность точек  00; yx  из области определения 

функции  yxf ;  и направлений, определяемых угловыми коэффициентами 

 0xy , касательных к интегральным кривым в точках  00; yx . 

Геометрически задача решения дифференциального уравнения состоит 

в построении кривых, которые в каждой своей точке имеют направление, 

определяемое полем направлений данного дифференциального уравнения. 

Определение. Функция  xy     0; yx , являющаяся решением 

задачи Коши (5.3), называется частным решением (частным интегралом) 

дифференциального уравнения. 

Определение. Функция  Сxy ;    0;; Cyx , зависящая от про-

извольной постоянной  C, называется общим решением (общим интегра-
лом) дифференциального уравнения первого порядка, если она удовлетворя-

ет следующим условиям: 

1) при любом фиксированном значении константы C функция 

 Сxy ;    0;; Cyx  является решением (интегралом) дифференци-

ального уравнения; 

2) любое частное решение (частный интеграл) может быть получено из 

общего выбором константы C. 

Определение. Функция  xy     0; yx  называется особым реше-

нием (особым интегралом), если она является решением, но не является 

частным решением. 

Другими словами, особое решение ‒ это такое решение дифференциаль-

ного уравнения, которое не может быть получено ни при каких значениях 

постоянной C  из общего решения. 
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5.3 Дифференциальные уравнения первого порядка 

с разделяющимися переменными 

Определение. Дифференциальным уравнением первого порядка с раз-
деляющимися переменными называют уравнение вида  

   yfxfy 21  .                                             (5.4) 

Отметим, что дифференциальным уравнением первого порядка с разде-

ляющимися переменными называют также следующие уравнения, приводя-

щиеся к виду (5.4) при помощи простейших преобразований:  

   dxyfxfdy 21  ,                                        (5.4а) 

       yNxMyyNxM 2211  ,                            (5.4б) 

                  dxyNxMdyyNxM 2211  .                         (5.4в) 

Опишем процесс построения общего решения, например, для уравнения 

(5.4). Проделаем следующие преобразования: 

1. Умножим обе части (5.4) на dx       dxyfxfdxy 21  .  

2. Так как dxydy  , то    dxyfxfdy 21  . 

3. Разделим обе части уравнения на  yf2       dxxf
yf

dy
1

2

 . 

4. Проинтегрируем обе части последнего равенства и окончательно по-

лучим:     Сdxxf
yf

dy
  1

2

. 

Замечание 1. В выписанных выше равенствах под  
yf

dy

2

,   dxxf1  мы 

понимаем фиксированные первообразные соответствующих подынтеграль-

ных функций.  

Замечание 2. При выполнении процедуры разделения переменных мы 

делили на функцию  yf2 . Это преобразование является эквивалентным для 
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всех таких  fDy , что   02 yf . В связи с этим равенство   02 yf  мо-

жет порождать решения рассматриваемого уравнения. Это означает, что ре-

шения уравнения   02 yf  следует изучить дополнительно. 

Пример 5.1. Найти все решения дифференциального уравнения 
yx

xey
 2 . 

Решение. Рассматриваемое уравнение есть уравнение с разделяющими-

ся переменными, поскольку yxyx
exexe
  22

.  

Применим описанную выше процедуру разделения переменных: 

yx
xey

 2
    dxexey

yx  2 ,  

dxexedxy
yx  2 , так как  dxydy  , то  

yyx
edxexedy
 :2 , 

dxxe
e

dy x

y

2   dxxedye
xy 2 . 

Проинтегрируем обе части полученного уравнения: Сdxxedye
xy   2 . 

Выпишем и найдѐм отдельно каждый интеграл: 

1)  dye
y Сe

y  ; 

2)  dxxe
x2









частям по 

анияинтегрировформула
 




 xx

evdxedv

dxduxu

22

2

1  

Cee
x

dxeex
xxxx   2222

4

1

22

1

2

1
. 

Тогда окончательно получим  Cee
x

e
xxy  22

2
. 

Итак, получен общий интеграл Cee
x

e
xxy  22

4

1

2
 рассматриваемого 

дифференциального уравнения. Отметим, что он может быть представлен как 

общее решение в виде 





  Cee

x
y

xx 22

4

1

2
ln .  
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В ходе решения мы умножали обе части уравнения на y
e . Поскольку 

0y
e  при всех возможных значениях y , то мы не потеряли и не приобрели 

решения рассматриваемого дифференциального уравнения. 

Пример 5.2. Найти все решения дифференциального уравнения    

   11 22  yxyx . 

Решение. Рассматриваемое уравнение является уравнением вида (5.4б), 

легко видеть, что его можно привести к виду (5.4). Однако делать этого не 

нужно, а следует сразу применять процедуру разделения переменных, слегка 

модифицировав еѐ: 

    dxyxyx  11 22
, 

   dxyxdxyx 11 22  ,  так как dxydy  , то 

      11:11 2222  yxdxyxdyx ,  

 
  

 
  11

1

11

1
22

2

22

2








yx

dxyx

yx

dyx
       

11 22 


 x

xdx

y

dy
. 

Проинтегрируем обе части полученного уравнения  С
x

xdx

y

dy








11 22
. 

Выпишем и найдѐм отдельно каждый интеграл: 

1) 



12

y

dy С
y

y





1

1
ln

2

1
. 

2) 









 CxCu
u

du

u

du

duxdx

xdxdu

xu

x

xdx
1ln

2

1
ln

2

1

2

1

2

1

2

1

1

22
1

2

2
  

  Cx  1ln
2

1 2
. 
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Вернѐмся к нашему уравнению:
 

  Cx
y

y
ln

2

1
1ln

2

1

1

1
ln

2

1 2 

 , где кон-

станту C  представили в виде Cln
2

1 , чтобы далее было удобно преобразовы-

вать полученный результат следующим образом: 

  2ln
2

1
1ln

2

1

1

1
ln

2

1 2 



Cx
y

y
, 

  Cx
y

y
ln1ln

1

1
ln 2 


 , применим свойства логарифмов   

 1ln
1

1
ln 2 




xС
y

y
, 

 1
1

1 2 



xС
y

y
 ‒ общий интеграл данного дифференциального уравнения. 

При достижении этого результата мы делили обе части уравнения на 

 12 x  и  12 y .  

Деление на  12 x  является равносильным преобразованием, так как 

012 x  при всех возможных значениях х .  

При делении на  12 y  мы предполагали, что 012 y . При этом поте-

ряны решения 1y  (функции 1y
 
 являются решениями данного диф-

ференциального уравнения, поскольку при подстановке этих функций в 

уравнение оно обращается в тождество). Очевидно, каждое из этих решений 

не может быть получено из общего интеграла ни при каких значениях посто-

янной C.  

Таким образом, рассматриваемое дифференциальное уравнение имеет 

общий интеграл  1
1

1 2 



xС
y

y
 и два особых решения 1y   . 
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Пример 5.3. Решить задачу Коши  
 






 

.y

eyyx
y

00

,cos
22

 

Решение. 1. Сначала найдѐм общее решение (или общий интеграл) 

дифференциального уравнения. Применяя процедуру разделения перемен-

ных, получим: 

dxeyyx
y   22cos  

dxedxyyx
y22cos  , так как dxydy  , то 






  22 22 cos:cos yy

exdxedyyx  

2

2

2 22

2

coscos

cos

y

y

y
ex

dxe

ex

dyyx






    

x

dx
dyye

y

2cos

2

 . 

Проинтегрируем обе части полученного уравнения  C
x

dx
dyye

y   2cos

2

. 

Выпишем и найдѐм отдельно каждый интеграл: 

1)  dyye
y2

CeCeduedue

dudyy

dyydu

yu
yuuu 







2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

. 

2) Cx
x

dx
 tg

cos2
. 

Вернѐмся к нашему уравнению: Cxe
y  tg

2

1 2

 ‒ общий интеграл данно-

го дифференциального уравнения.
 

Нетрудно проверить (анализируя равенства 0
2
y

e  и 0cos2 x ), что 

особых решений рассматриваемое уравнение не имеет. Впрочем, если бы они 

и существовали, мы бы их не рассматривали, поскольку требуется найти ре-

шение задачи Коши, то есть частное решение. 
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 2. Теперь, используя начальное условие   00 y  (или 0y  при 0x ), 

определим константу С. Для этого подставим 0y  и 0х  в общий интеграл  

Cxe
y  tg

2

1 2

   Ctge  0
2

1 0

 

  C 0
2

1   C
2

1
.  

Итак, решение задачи Коши представляет собой частный интеграл вида 

2

1
tg

2

1 2

 xe
y

  

или 1tg2
2

 xe
y . 

Пример 5.4. Найти частное решение (или частный интеграл) дифферен-

циального уравнения   0953 32  dxxydyx , удовлетворяющее начальному 

условию   10 y . 

Решение. 1. Сначала найдѐм общее решение (или общий интеграл) дан-

ного уравнения. Данное дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными имеет вид (5.4в). Разделим в нѐм переменные: 

    053:0953 3232  yxdxxydyx , 

 
    0

53

9

53

53
32

3

32

2








yx

dxxy

yx

dyx
   0

53

9
23




 dx
x

x

y

dy
. 

Полученное уравнение решаем почленным интегрированием: 

  


 С
x

dxx

y

dy

53

9
23

. 

Выпишем и найдѐм отдельно каждый интеграл: 

1) C
y

C
y

dyy
y

dy






 2

2
3

3 2

1

2
; 

2) 












 CxCu
u

du

u

du

duxdx

xdxdu

xu

x

xdx
53ln

2

3
ln

2

3

2

39

6

1

6

53

53

9 26
1

2

2
  

  Cx  53ln
2

3 2
. 
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Тогда    Cx
y

 53ln
2

3

2

1 2

2
 – общий интеграл данного дифференци-

ального уравнения. 

2. Теперь найдем частный интеграл. Он получается из общего при кон-

кретном значении произвольной постоянной C . Чтобы найти конкретное 

значение постоянной C , подставим начальное условие 0x  и 1y  в общий  

интеграл:    C


 503ln
2

3

12

1 2

2
  


  

C 5ln
2

3

2

1
 или  15ln3

2

1
C .  

Тогда     15ln3
2

1
53ln

2

3

2

1 2

2
 x

y
  или    15ln3

1
53ln3

2

2 
y

x

 

– 

частный интеграл данного дифференциального уравнения. 

5.4 Однородные дифференциальные уравнения первого порядка 

Определение. Функция двух переменных  yxf ;  называется однород-

ной измерения α, если она удовлетворяет условиям: 

1) если    fDyx ; , то для любого t       fDtytx ; , 

2) имеет место тождество         fDyxyxfttytxf  ;;;  . 

 

Отметим, что однородная функция нулевого измерения удовлетворяет 

соотношению      yxfyxfttytxf ;;; 0      fDyx  ; . Фактически, одно-

родная функция нулевого измерения зависит только от отношения аргумен-

тов 
x

y
. Действительно,   



























 

x

y
g

x

y
f

x

y
fx

x

yхxfyxf ;1;1;; 0
.  

Определение. Однородным дифференциальным уравнением первого 

порядка называют дифференциальное уравнение вида (5.2)  yxfy ; ,             

если  yxf ;  ‒ однородная функция нулевого измерения.  
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Однородные дифференциальные уравнения 1-го порядка сводятся к 

уравнениям с разделяющимися переменными при помощи замены вида 

x

y
u   или uxy    uxuy   или  u

dx

du
xy  . 

Пример 5.5. Найти общее решение дифференциального уравнения  

x

y

x

y
y

2cos . 

Решение. Данное уравнение будет однородным дифференциальным 

уравнением первого порядка, поскольку в правой части уравнения функция 

 
x

y

x

y
yxf

2cos;   является однородной нулевого измерения, так как она 

удовлетворяет условию 

   yxf
x

y

x

y

tx

ty

tx

ty
tytxf ;coscos; 22  . 

Сделаем замену переменной 










,

,

u
dx

du
xy

xuy

  и подставим еѐ в уравнение:   

x

ux

x

ux
u

dx

du
x

2cos    uuu
dx

du
x

2cos   u
dx

du
x

2cos . 

Полученное уравнение с разделяющимися переменными решаем мето-

дом разделения переменных: 

dxu
dx

du
x  2cos , 

uxudxxdu
22 cos:cos , 

ux

udx

ux

xdu
2

2

2 cos

cos

cos
    

x

dx

u

du


2cos
. 

Проинтегрируем обе части полученного уравнения  C
x

dx

u

du
  2cos

. 

Выпишем и найдѐм отдельно каждый интеграл: 
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1) Cu
u

du
 tg

cos2
; 

2) Cx
x

dx
 ln . 

Вернѐмся к нашему уравнению: Cxu  lntg . 

Так как при решении уравнения мы делали замену переменной uxy   

или 
x

y
u  , то (подставив 

x

y
u 

 

в полученный выше результат) получим 

Cx
x

y
 lntg

 

‒ общий интеграл рассматриваемого дифференциального 

уравнения. 

Отметим, что в рассматриваемом примере может быть получено и общее 

решение: Cx
x

y
 lntg

 


 

 Cx
x

y
 lnarctg

 

  Cxxy  lnarctg .  

Пример 5.6. Найти общее решение (или общий интеграл) дифференци-

ального уравнения  dyyxdxxy
22 34  . 

Решение. Преобразуем данное уравнение к виду (5.2): 

   dxyxdyyxxydx
2222 3:34  ,  

 
 
 dxyx

dyyx

dxyx

xydx
22

22

22 3

3

3

4







   
dx

dy

yx

xy


 22 3

4 , так как 
dx

dy
y  , то 

xy

yx
y

4

3 22 
 . 

Данное уравнение является однородным дифференциальным уравнени-

ем первого порядка, так как в правой части уравнения функция 

 
xy

yx
yxf

4

3
;

22 
   удовлетворяет условию 

     yxf
xy

yx

xyt

yxt

tytx

ytxt
tytxf ;

4

3

4

3

4

3
;

22

2

2222222












 . 
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Сделаем замену переменной 










,

,

u
dx

du
xy

xuy

  и подставим еѐ в уравнение:    

uxx

xux
u

dx

du
x





4

3 222

 
     

 
ux

ux
u

dx

du
x

2

22

4

31
 ,

 
 

u

u
u

dx

du
x

4

31 2


  
   u

u

u

dx

du
x 




4

31 2

       
u

uu

dx

du
x

4

431 22 
 , 

x

dx

u

u

dx

du
x 




4

1 2

         
x

dx

u

u

x

dx

dx

du
x 




4

1 2

, 

2

2

1

4

4

1

u

u

x

dx

u

u
du





      

x

dx

u

u

u

u
du

u

u








 2

2

2 1

4

4

1

1

4
, 

x

dx

u

duu


 21

4
.   

Проинтегрируем обе части полученного уравнения С
x

dx

u

duu



 21

4
. 

Выпишем и найдѐм отдельно каждый интеграл: 

1) CuCt
t

dt

t

dt

dtudu

ududt

ut

u

duu














  22
1

2

2
1ln2ln22

4

2

1

2

1

1

4
; 

2) Cx
x

dx
 ln .  

Вернѐмся к уравнению: 

Cxu lnln1ln2 2           Сxu ln1ln
22 


   или   

 
Сx

u




221

1
. 

Так как xuy   или 
x

y
u  , то   Сx

x

y





















2
2

1

1
.  
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Преобразуем последнее выражение:  

Сx

x

y















2

2

2

1

1

  

   Сx

x

yx












 
2

2

22

1

  

   

 
Сx

yx

x



222

4

    

 2223
yxCx   – общий интеграл данного дифференциального уравнения. 

5.5 Линейные дифференциальные уравнения первого порядка.  
Уравнения Бернулли 

         Определение. Линейным дифференциальным уравнением первого по-

рядка называется дифференциальное уравнение, в котором искомая функция 

и еѐ производная содержатся линейно, то есть в первой степени. Таким обра-

зом, линейное уравнение может быть приведено к виду  

   xQyxPy  .                                               (5.5) 

Несколько более общее уравнение  

     yxQyxPy                                             (5.6) 

называется уравнением Бернулли. Ясно, что при 0  уравнение Бернулли 

является линейным, а при  1  ‒ дифференциальным уравнением с разде-

ляющимися переменными. 

Линейное уравнение выделяется из общих уравнений Бернулли потому, 

что на практике встречается гораздо чаще, чем уравнение Бернулли общего 

вида.  

Впрочем, уравнение Бернулли общего вида может быть сведено к ли-

нейному уравнению. В самом деле, выполним в уравнении (5.6) замену ис-

комой функции по формуле m
zy      zmzy

m  1 , получим:  

    11 :   mmmm
mzzxQzxPzmz


, 

   
11  

m

m

m

m

mz

zxQ

mz

zxP
z


, 
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   
m

zxQ

m

zxP
z

mm 1



.  

Можно считать, что 1 , тогда выбрав m  так, чтобы  01mm  

или 

  11 m      



1

1
m ,  получим         xQzxPz   11 . 

По существу, оба уравнения (5.5), (5.6) могут быть решены одинаковы-

ми методами, которые мы изложим на примере линейного уравнения. 

5.5.1 Подстановка Лагранжа 

 Под подстановкой Лагранжа понимают замену искомой функции в 

уравнении (5.5) по формуле 







,

,

vuvuy

vuy
   где  xuu  ,  xvv   – неизвест-

ные функции, зависящие от переменной x , и функция  xv  есть решение 

дифференциального уравнения   0 yxPy . 

Получим      xQvuxPvuvu  , далее сгруппируем второе и третье 

слагаемые в левой части уравнения:     xQvuxPvuvu      

    xQvxPvuvu  . 

Потребуем, чтобы   0 vxPv , тогда данное дифференциальное урав-

нение будет равносильно системе дифференциальных уравнений 1-го поряд-

ка с разделяющимися переменными: 

 
 







.xQvu

vxPv ,0
 

Отметим, что, решая вспомогательное дифференциальное уравнение

  0 vxPv , достаточно находить любое его частное решение, то есть кон-

станту С  можно принимать равной, например, нулю. 
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Пример 5.7. Найти общее решение дифференциального уравнения 
2342 x

exxyy  . 

Решение. Выполним подстановку Лагранжа 







,

,

vuvuy

vuy
 и получим 

2342 x
exvuxvuvu  .  

Cгруппируем второе и третье слагаемые в левой части уравнения: 

  2342 x
exvuxvuvu 

 
    

2342 x
exvxvuvu  . 

Подберем функцию  xvv   так, чтобы выражение в скобках равнялось 

нулю. Тогда получим систему дифференциальных уравнений 











.exvu

vxv

x234

,02

 

Функцию  xvv   найдем из первого уравнения системы:   

02  vxv     dxvxv  2 ,  

dxvxdxv 2 , так как dxvdv  , то  

vdxvxdv :2         dxx
v

dv
2 .    

Проинтегрируем почленно последнее уравнение:   dxx
v

dv
2 . Тогда:  

Сxv  2ln , 

Сxеv


2

, 

 
Сx ееv 

2

, 

2xС ееv  . Обозначим СеС 1  и получим 
2

1
xеСv  .  

Далее константу 1С  выбираем равной 1 и имеем  
2

x
ev  .  
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Из второго уравнения системы 
234 x

exvu   найдѐм функцию   xuu  . 

Так как 
2

x
ev  , то  

22 34 xx
exeu      

34xu   ‒ дифференциальное уравне-

ние первого порядка с разделяющимися переменными. Решим его: 

dxxu  34      dxxdxu
34 , так как dxudu  , то dxxdu

34 .  

Проинтегрируем обе части полученного уравнения Сdxxdu   34 , 

получим  Cxu  4
. 

Так как мы делали замену  uvy  , то   24 x
eCxy  ‒ искомое общее 

решение. 

Пример 5.8. Найти все решения дифференциального уравнения 

012 3  xy
x

y
y . 

Решение. Рассматриваемое уравнение является уравнением Бернулли, 

приведѐм его к виду (5.6):  312xy
x

y
y  . 

Применяем подстановку Лагранжа 







.

,

vuvuy

vuy
    

3312 vux
x

vu
vuvu  .  

Cгруппируем второе и третье слагаемые в левой части уравнения: 

3312 vux
x

vu
vuvu 






 

    

    
3312 vux

x

v
vuvu 






  . 

Подберем функцию  xvv   так, чтобы выражение в скобках равнялось 

нулю. Тогда получим систему дифференциальных уравнений 












.vuxvu

x

v
v

3312

,0
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Функцию  xvv   найдем из первого уравнения системы:   

0
x

v
v     dx

x

v
v  ,  

dx
x

v
dxv  , так как dxvdv  , то  

vdx
x

v
dv :         

x

dx

v

dv
 .    

Проинтегрируем почленно последнее уравнение:  
x

dx

v

dv ,  тогда  

xv lnln        xv  .  

Из второго уравнения системы 3312 vuxvu    найдѐм функцию   xuu  . 

Так как xv  , то  3312 xuxxu       
3312 xuu   ‒ дифференциальное урав-

нение первого порядка с разделяющимися переменными.  

dxxuu  3312 , 

dxxuxdxu
2312 , так как dxudu  , то  

333 :12 udxxudu  , 

dxx
u

du 3

3
12 . 

Проинтегрируем обе части полученного уравнения Cdxx
u

du
  3

3
12 . 

Выпишем и найдѐм отдельно каждый интеграл: 

1) C
u

C
u

duu
u

du






 2

2
3

3 2

1

2
; 

2) CxC
x

dxx  4
4

3 3
4

1212 . 

Получим  Cx
u

 4

2
3

1
        

Cx
u




4

2

3

1
       

Cx
u






43

1
. 
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Так как мы делали замену  uvy  , то 
Cx

x
y






43
‒ общее решение 

исходного дифференциального уравнения. 

Пример 5.9. Найти общее решение уравнения . 

Решение. Приведѐм уравнение к виду (5.5) или (5.6), разделив обе части 

уравнения на . 

. 

Получилось уравнение вида (5.6), то есть уравнение Бернулли. Сделаем 

подстановку вида 







.

,

vuvuy

vuy
  

vu
x

vu
vuvu  4

      vu
x

v
vuvu 






  4

. 

Подберем функцию  xvv   так, чтобы выражение в скобках равнялось 

нулю   получим систему дифференциальных уравнений 












.vuvu

x

v
v ,0

4

 

Функцию  xvv   найдем из первого уравнения системы:   

0
4


x

v
v     dx

x

v
v 

4
,  

dx
x

v
dxv

4
 , так как dxvdv  , то  

vdx
x

v
dv :

4
         

x

dx

v

dv 4
 .    

Проинтегрируем почленно последнее уравнение:  
x

dx

v

dv
4 ,  тогда  

xv ln4ln       
4lnln xv        

4
xv  .  

yxyyx  4

x

y
x

y
y 

4
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Из второго уравнения системы vuvu    найдѐм функцию   xuu  . 

Так как 4
xv  , то  44

xuxu        
424 : xuxxu  , 

dx
x

u
u 

2
       dx

x

u
dxu

2
 ,  так как dxudu  , то  

udx
x

u
du :

2
        2

x

dx

u

du
 . 

Проинтегрируем обе части полученного уравнения C
x

dx

u

du
  2

.  

Получим   C
x

u 
1

2       
x

Cx
u

1
2


       

x

Cx
u

2

1
       

2

2

1






 


x

Cx
u . 

Так как uvy  , то 
2

4

2

1






 


x

Cx
xy

  

 или
  

 2
2

1
4

 Cx
x

y

  

‒ общее решение 

данного уравнения Бернулли. 

5.5.2 Метод вариации произвольной постоянной 

 Линейному дифференциальному уравнению (5.5) поставим в соответ-

ствие дифференциальное уравнение   0 yxPy . Это дифференциальное 

уравнение является дифференциальным уравнением с разделяющимися пе-

ременными, условимся обозначать его общее решение через Y (чтобы отли-

чать от общего решения уравнения (5.5)).  

Найдем Y :  

  0 YxPY
    
      dxYxPY  ,

 
  dxYxPdxY  , так как 

 
dxYdY  , то  

  YdxYxPdY : ,
 

 dxxP
Y

dY
 .  Проинтегрируем обе части уравнения и получим  
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  СdxxP
Y

dY
  , при этом выберем  константу в виде  Сln .  

  СdxxPY lnln           

       dxxPdxxPССdxxP
eCeeeY

lnln .  То есть  

  dxxP
eCY .                                                 (5.7) 

Метод вариации произвольной постоянной состоит в следующем: общее 

решение дифференциального уравнения (5.5) будем искать в виде (5.7), счи-

тая, что константа C – это функция  xC . Другими словами, ищем общее ре-

шение уравнения (5.5) в виде (5.7), варьируя произвольную постоянную.  

Итак, положим     dxxP
exCy . Подставляя это выражение в (5.5) 

   xQyxPy  , получим:  

            xQexCxPexC
dxxPdxxP 

  , 

                xQexCxPexCexC
dxxPdxxPdxxP 


  , 

                  xQexCxPdxxPexCexC
dxxPdxxPdxxP   , 

                 xQexCxPexCxPexC
dxxPdxxPdxxP   , 

         dxxPdxxP
exQexC ,    

     
dxexQxC

dxxP   , 

      dxexQdxxC
dxxP                сdxexQxC

dxxP    . 

Тогда           dxxPdxxP
eсdxexQy . 

Пример 5.10. Методом вариации произвольной постоянной найти общее 

решение дифференциального уравнения  xxyy costg  . 

Решение. Вспомогательное уравнение в этом случае имеет вид 

0tg  xyy .  
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Найдем общее решение Y  этого уравнения:  

dxxYY  0tg         0tg  dxxYdxY , так как dxYdY  , то 

YdxxYdY :tg        dxx
Y

dY
tg        Сdxx

Y

dY
  tg     

CxY lncoslnln   (здесь в качестве константы мы выбрали Cln ).  

Тогда  
x

C
Y

cos
lnln         

x

C
Y

cos
 .

 

Общее решение дифференциального уравнения xxyy costg   будем 

искать в виде    
x

xC
xy

cos
 . Подставляя это выражение в исходное уравнение, 

получим        
xx

x

xC

x

xC
costg

coscos











,  

     
x

x

x

x

xC

x

xxCxxC
cos

cos

sin

coscos

sincos
2




, 

     
x

x

xxCxxCxxC
cos

cos

sinsincos
2




, 

 
x

x

xxC
cos

cos

cos
2




    

       dxxxC  2cos

   

      dxxdxxC
2cos      

  сdxxxC   2cos .  Выпишем и найдѐм отдельно интеграл 

    dxxdxdxxdxx cos2
2

1

2

1
cos21

2

1
cos2    xdxdx 2cos2

2

1

2

1

2

1

 

cxx  sin2
4

1

2

1
         c

xx
xC 

4

sin2

2
.    

Тогда     



x

c

x

x

x

x

x

c
xx

xy
coscos4

sin2

cos2cos
4

sin2

2
 

x

c

x

xx

x

x

coscos4

cossin2

cos2
 ,  следовательно, 
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 
x

cx

x

x
xy

cos2

sin

cos2
  ‒ общее решение исходного линейного диф-

ференциального уравнения. 

5.6 Основные понятия о дифференциальных уравнениях  
второго порядка 

Определение. Дифференциальным уравнение второго порядка назы-

вают уравнение вида 

  0;;;  yyyxF ,                                         (5.8) 

где  yyyxF ;;;  – заданная функция, которая определена и непрерывна в 

области D   .  

Дифференциальное уравнение второго порядка, записанное в виде  

 yyxfy  ;; ,                                          (5.9) 

называют дифференциальным уравнением второго порядка, разрешѐнным 

относительно старшей производной.  

 Имеет место следующее утверждение, называемое теоремой существо-

вания и единственности решения дифференциального уравнения. 

Теорема Коши существования и единственности решения диффе-

ренциального уравнения 2-го порядка. Пусть функция  yyxf ;;  непрерыв-

на и имеет непрерывные частные производные по y  и y  в окрестности точ-

ки   00; yx . Тогда дифференциальное уравнение (5.9) в окрестности точки 0x  

имеет единственное решение  xyy  , удовлетворяющее условиям  

 
 







.yxy

yxy

00

00 ,
                                                (5.10) 
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Определение. Задачей Коши для дифференциального уравнения (5.8) 

называют задачу о поиске решения этого дифференциального уравнения, 

удовлетворяющего дополнительным условиям (5.10).  

 Таким образом, задача Коши для дифференциального уравнения второ-

го порядка может быть записана в виде   

 
 
 













.yxy

yxy

yyyxF

00

00 ,

,0;;;

                                          (5.11) 

Отметим, что выполнение условий теоремы Коши обеспечивает суще-

ствование и единственность решения задачи Коши 

 
 
 













.yxy

yxy

yyxfy

00

00 ,

,;;

                                          (5.11a) 

по крайней мере, в окрестности точки 0x . 

Замечание. Дополнительные условия (5.10) в приведенных задачах Ко-

ши называют также начальными условиями, как и в случае задачи Коши для 

уравнения первого порядка.  

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения второго 

порядка, разрешенного относительно старшей производной (5.11a) 

 
 
 













.yxy

yxy

yyxfy

00

00 ,

,;;

 

Известно, что значение производной   00 yxy   представляет собой уг-

ловой коэффициент касательной к графику функции  xyy  , которая явля-

ется решением дифференциального уравнения. Это означает, что в каждой 

точке  00; yx  определено некоторое направление.  

Но, кроме этого, дифференциальное уравнение позволяет находить зна-

чения второй производной         0000000 ;;;; yyxfxyxyxfxy  . Это 
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означает, что для выбора единственной интегральной кривой из множества 

всех интегральных кривых, проходящих через точку  00; yx , следует зада-

ваться не только направлением касательной, но ещѐ и кривизной этой инте-

гральной кривой.  

Определение. Функция  xy   (или   0; yx ), являющаяся решени-

ем задачи Коши (5.11), называется частным решением (частным интегра-

лом) дифференциального уравнения второго порядка. 

Определение. Функция  21;; CCxy   (или   0;;; 21 CCyx ), завися-

щая от произвольных постоянных 1C  и 2C , называется общим решением 

(общим интегралом) дифференциального уравнения второго порядка, если 

она удовлетворяет следующим условиям: 

1) при любых фиксированных значениях констант 1C  и 2C  функция 

 21;; CCxy   (или   0;;; 21 CCyx ) является решением (интегралом) 

дифференциального уравнения; 

2) любое частное решение (частный интеграл) может быть получено из 

общего выбором констант 1C  и 2C . 

Определение. Функция  xy   (или   0; yx ), называется особым 

решением (особым интегралом) дифференциального уравнения второго по-

ря, если она является решением, но не является частным решением. 

 Другими словами, особое решение есть такое решение дифференци-

ального уравнения, которое не может быть получено ни при каких значениях 

постоянных 1C  и 2C  из общего решения. 
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5.7 Дифференциальные уравнения второго порядка, 
допускающие понижение порядка 

Рассмотрим несколько видов дифференциальных уравнений второго по-

рядка, которые легко приводятся к дифференциальным уравнениям первого 

порядка, то есть допускают понижение порядка. 

5.7.1 Дифференциальное уравнение, не содержащее явно y  и y     

Такое дифференциальное уравнение имеет вид  xfy  ,  bax ; .  В 

этом случае уравнение будем решать непосредственным интегрированием. 

  dxxfy           dxxfdxy         1Cdxxfdxy   , 

  dxCdxxfy   1           dxCdxxfdxy 1        

   21 CdxCdxxfdxy            

   21 CxCdxdxxfy     – общее решение исходного уравнения. 

Пример 5.11.  Среди всех интегральных кривых уравнения 26xy   вы-

делить ту, которая касается в точке, лежащей на оси Оx,  прямой 3 xy .  

Решение. Поскольку прямая 3 xy  является касательной к искомой 

интегральной кривой в точке, лежащей на оси Оx, то есть при 0y , то коор-

динаты точки касания  0;3 . Но тогда   03 y .  

Кроме того, из уравнения касательной 3 xy     1касk , тогда, в 

силу геометрического смысла производной функции в точке,   13 y . 

Таким образом, искомая интегральная кривая удовлетворяет условиям: 

 
 













.13

,03

,6 2

y

y

xy

 

Для решения полученной задачи Коши находим сначала общее решение 

дифференциального уравнения, понижая его порядок. 
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dxxy  26         dxxdxy
26      1

26 Cdxxdxy   , 

dxCxy  1
32          dxCxdxy 1

32 
      

  21
32 CdxCxdxy   , 

21

4

2
CxC

x
y 

 

 – общее  решение данного дифференциального урав-

нения. 

Теперь определим константы, пользуясь начальными условиями (выбе-

рем из общего решение подходящее частное).  

Имеем:  

1)   03 y      0y  при 3x . Подставим эти значения в общее реше-

ние 21

4

2
CxC

x
y 

    

    21

4

3
2

3
0 CC 

    

   03
2

81
21  CC ; 

2)   13 y        1y   при 3x . Подставим эти значения в произ-

водную общего решения 1
32 Cxy         1

3321 C        154 1 C . 

В результате получаем систему линейных алгебраических уравнений: 











,55

,
2

81
3

1

21

C

CC
        

 










,55

2

81
553

1

2

C

C
,         











,55

,
2

81
165

1

2

C

C
  

551 C ,  
2

249
2 C . 

Подставим найденные значения 1C  и 2C  в общее решение и получим 

уравнение искомой интегральной кривой 
2

249
55

2

4

 x
x

y . 
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5.7.2 Дифференциальное уравнение, не содержащее явно  
искомую функцию  

Такое дифференциальное уравнение имеет вид   

  0;;  yyxF .                                         (5.12) 

Введем новую переменную  xz , положив  xzy 
 
 и  xzy  , тогда 

(5.12) примет вид    0;; zzxF  ‒ это уравнение является уравнением перво-

го порядка.  

Предположим, что найден общий интеграл этого уравнения 

  0;; 1 Czx . Вспоминая, что  xzy  , получаем отсюда   0;; 1  Cyx . 

Таким образом, решение дифференциального уравнения (5.12)  сведено к 

решению пары уравнений   0;; zzxF
 
 и   0;; 1  Cyx

 
 первого порядка. 

Пример 5.12. Найти все решения дифференциального уравнения

1 yyx . 

Решение. Положим yz  , тогда   yyz   и, следовательно, 

1 zzx . Последнее уравнение является уравнением с разделяющимися пе-

ременными. Применяя процедуру разделения переменных, получаем 

dxzzx  1        dxzdxzx 1 , так как dxzdz  , то  

   1:1  zxdxzdzx        
x

dx

z

dz


1
.  

Проинтегрируем почленно полученное уравнение и получим 

1
1

С
x

dx

z

dz


         1lnln1ln Cxz    (здесь в качестве константы мы 

выбрали 1ln C ). Тогда xCz 1ln1ln 
   
    xCz 11

  
    11  xCz . 

Так как 
yz  , то получим xCy 11  ‒ дифференциальное уравнение 

первого порядка с разделяющимися переменными. Разделим переменные и 

решим уравнение 

dxxCy  11        dxxCdxy 11 , так как dxydy  , то  
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 dxxCdy 11          211 CdxxCdy        2
21

2
Cx

C
xy  .  

При выполнении процедуры разделения переменных мы предполагали, 

что 01z . Поэтому случай, когда 01z , следует рассмотреть отдельно: 

01z       1z        1y        Cxy  . 

Нетрудно видеть, что решения Cxy   являются частными, поскольку 

они могут быть получены из общего решения 2
21

2
Cx

C
xy  , если 

CCC  21 ,0 . Поэтому формула 2
21

2
Cx

C
xy   исчерпывает все решения 

рассматриваемого дифференциального уравнения. 

Пример 5.13. Решить задачу Коши  
 




















.y

y

x
x

y
y

11

,31

,6 2

 

Решение. 1. Сначала найдѐм общее решение дифференциального урав-

нения 26x
x

y
y 


 . В рассматриваемом уравнении отсутствует в явном виде 

искомая функция y . Сделаем в связи с этим замену 







,

,

zy

zy
 где  xzz  . 

 Тогда исходное уравнение примет вид 26x
x

z
z  . Полученное уравне-

ние является линейным дифференциальным уравнением первого порядка.  

Выполним подстановку Лагранжа 







,

,

vuvuz

vuz
 и получим 

26x
x

vu
vuvu  .  

Cгруппируем второе и третье слагаемые в левой части уравнения: 

26x
x

vu
vuvu 






 

 
   

26x
x

v
vuvu 






  . 
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Функцию  xvv   найдѐм так, чтобы выражение в скобках равнялось ну-

лю. Тогда получим систему дифференциальных уравнений 












.xvu

x

v
v

26

0,

 

Функцию  xvv   найдем из первого уравнения системы:   

0
x

v
v     dx

x

v
v           dx

x

v
dxv  , так как dxvdv  , то   

vdx
x

v
dv :         

x

dx

v

dv
 .    

Проинтегрируем почленно последнее уравнение       
x

dx

v

dv
, тогда  

xv lnln        xv  .  

Из второго уравнения системы 26xvu   найдѐм функцию   xuu  . Так 

как xv  , то  26xxu      xu 6  ‒ дифференциальное уравнение первого 

порядка с разделяющимися переменными. Решим его: 

dxxu  6      dxxdxu 6 , так как dxudu  , то dxxdu 6 .  

Проинтегрируем обе части полученного уравнения Сdxxdu  6 , по-

лучим  1
23 Cxu  . 

Так как мы делали замену  vuz  , то   xCxxCxz 1
3

1
2 33   ‒ общее 

решение дифференциального уравнения 26x
x

z
z  . 

Но zy  , тогда получим следующее уравнение: xCxy 1
33  . 

Его можно решить непосредственным интегрированием. 

dxxCxy  1
33         dxxCxdxy 1

33 
        
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  21
33 CdxxCxdxy       

    2

2
1

4

24

3
C

xCx
y   ‒ общее решение 

исходного дифференциального уравнения. 

2. Теперь при помощи начальных условий определим значения констант 

1C  и 2C .  

Имеем:  

1)   31 y      3y  при 1x . Подставим эти значения в общее реше-

ние 2

2
1

4

24

3
C

xCx
y 

    

    2

2
1

4

2

1

4

13
3 C

C








    

   3
24

3
2

1  C
C

; 

2)   11 y        1y   при 1x . Подставим эти значения в производную 

общего решения xCxy 1
33         1131 1

3  C        13 1 C . 

В результате получаем систему линейных алгебраических уравнений 











,13

,3
24

3

1

2
1

C

C
C

  

       











,2

,3
2

2

4

3

1

2

C

C

     

     











.2

,
4

13

1

2

C

C
 

Подставим найденные значения 1C  и 2C  в общее решение исходного 

дифференциального уравнения и получим решение задачи Коши:  

4

13

4

3 2
4

 x
x

y . 

5.7.3 Дифференциальное уравнение, не содержащее явно  
независимую переменную 

Рассмотрим дифференциальное уравнение вида 

           0;;  yyyF
.
                                              (5.13) 

Введем новую искомую функцию  yzy  , рассматривая еѐ как функцию ар-

гумента y. Выразим вторую производную y   через производную функции 

 yz
 
следующим образом: 

       zzyyzyzyy  . 
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Тогда уравнению (5.13) можно придать следующую форму: 

          0;; zzzyF .                                           (5.14) 

Предположим, что уравнение (5.14) имеет общий интеграл 

  0;; 1 Czy , тогда 

  0;; 1  Cyy .                                         (5.15) 

Таким образом, дифференциальное уравнение (5.13) сведено к решению 

двух уравнений (5.14) и (5.15) первого порядка. 

Пример 5.14. Найти общее решение дифференциального уравнения 

     011
222  yyyyy . 

Решение. Уравнение в явном виде не содержит аргумента x, поэтому 

положим 







,

,

zzy

zy
 где   yzz  . Тогда уравнение приобретает следующий 

вид:      011 222  zyzzyy           011 22  zyzyyz . 

Полученное уравнение распадается на два уравнения 

    011 22  zyzyy  и 0z . Рассмотрим их поочередно. 

1. Уравнение     011 22  zyzyy  является уравнением с разделяю-

щимися переменными, поэтому 

    dyzyzyy  11 22
     
         dyzydyzyy 11 22  ,  

так как dyzdz  , то      222 1:11 yyzdyzydzyy 
     
  

 
 

 
 2

2

2

2

1

1

1

1

yyz

dyzy

yyz

dzyy








          dy

yy

y

z

dz
2

2

1

1




 . 

Проинтегрируем почленно последнее равенство   12

2

1

1 Сdy
yy

y

z

dz





  . Вы-

пишем и найдѐм отдельно каждый интеграл. 
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1) Cz
z

dz
 ln ; 

2) Для второго интеграла   



dy
yy

y
2

2

1

1
  применим метод интегрирования ра-

циональных дробей. 

   2

22

2

1
11

1
yy

y

DBy

y

A

yy

y









, 

   
 

     
2

22

2

22

1

11

1

11

y

yyDBy

y

yyA

yy

yyy











, 

   yDByyAy  22 11        yDByAyAy  222 1 .  

В последнем равенстве приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 

y  и найдѐм коэффициенты A , B  и D . 

,1

,0

,1

0

2

A

D

BA

y

y

y





       














,1

,0

,1

A

D

BA

            












.1

,0

,2

A

D

B

 

    


























ydydu

yu

y

dyy

y

dy
dy

y

y

y
dy

yy

y

2

1

1

2

1

21

1

1 2

222

2

 

  CyyCyyCuy
u

du
y   22 1lnln1lnlnlnlnln . 

Вернѐмся к уравнению и преобразуем полученный результат. 

  1
2 ln1lnlnln Cyyz        

 
y

yC
z

2
1 1

lnln


       
 

y

yC
z

2
1 1

 . 

Тогда  
y

yC
y

12
1 

 . Это уравнение также есть уравнение с разделяющимися 

переменными, поэтому имеем: 

 
dx

y

yC
y 




12
1

      
 

dx
y

yC
dxy

12
1 

 , так как dxydy  , то  
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 
1

1
2

2
1







y

y
dx

y

yC
dy       dxC

y

dyy
12 1




. 

Проинтегрируем почленно последнее равенство     


212 1
СdxC

y

dyy
. 

Выпишем и найдѐм отдельно первый интеграл: 











 CyCu
u

du

u

du

duydy

ydydu

yu

y

dyy
1ln

2

1
ln

2

1

2

1

2

1

2

1

1

22
1

2

2
 

  Cy  1ln
2

1 2
.  

А затем вернѐмся к нашему уравнению и преобразуем результат: 

  21ln
2

1
21

2  CxCy
   

      21
2 221ln CxCy 

    

   

21 222 1
CxC

ey


   

    121 222  CxC
eey

     

     121 22  CxC
eey . 

2. Теперь рассмотрим второе из уравнений, на которые распалось рас-

сматриваемое уравнение: 0z . Очевидно, что Cyyz  00 .  

Нетрудно видеть, что решения Cy   могут быть получены из общего 

решения 121 22  CxC
eey  при 0,0 21  CC . Это означает, что Cy   

есть семейство частных решений рассматриваемого дифференциального 

уравнения.  

5.7.4 Дифференциальное уравнение, левая часть которого  
 есть точная производная  

Пусть теперь левая часть уравнения   0;;;  yyyxF  такова, что она яв-

ляется производной некоторой функции  yyx ;; , то есть  

     yyxyyyxF ;;;;;  , тогда       1;;0;; Cyyxyyx   . 
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Очевидно, уравнение   1;; Cyyx   является уравнением первого по-

рядка. 
 

Пример 5.15. Найти общее решение дифференциального уравнения 

  0321 22  xyxyx .  

 

Решение. Нетрудно проверить, что имеет место равенство

     3222 1321 xyxxyxyx .  

Действительно,          





 22232 3111 xyxyxxyx  

  22 312 xyxyx  . 

Это означает, что левая часть рассматриваемого уравнения есть точная 

производная, поэтому   

  0321 22  xyxyx           01 32 


 xyx          1
32 1 Cxyx  , 

  dxxCyx  3
1

2 1         dxxCdxyx
3

1
2 1  , так как dxydy  , то 

     1:1 23
1

2  xdxxCdyx      dx
x

xC
dy

12

3
1




 . Проинтегрируем обе 

части последнего уравнения 22

3
1

1
Сdx

x

xC
dy 




  . 

Выпишем и найдѐм отдельно интеграл, стоящий в правой части:  
























 dx
x

x
x

x

dx
Cdx

x

x
dx

x

C
dx

x

xC

11111 2212

3

2
1

2

3
1

 











  
u

dux
xC

duxdx

xdxdu

xu

x

dxx
dxxxC 2

12

1

2

21
2

arctg

2

1

2

1

1
arctg  

 Cx
x

xCCu
x

xC 1ln
2

1

2
arctgln

2

1

2
arctg 2

2

1

2

1  
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  Cx
x

xC  1ln
2

1

2
arctg 2

2

1 . 

Здесь в рациональной дроби  
12

3

x

x
 мы выделили целую часть делением 

уголком:  

 

Теперь вернѐмся к нашему уравнению и получим общее решение данно-

го дифференциального уравнения   2
2

2

1 1ln
2

1

2
arctg Cx

x
xCy  . 

5.8 Линейные дифференциальные уравнения второго порядка 

5.8.1 Основные понятия 

Определение. Дифференциальное уравнение называется линейным, ес-

ли оно содержит искомую функцию и еѐ производные линейным образом.  

В частности, линейное дифференциальное уравнение второго порядка 

может быть записано в виде 

       xfyxpyxpyxp  210 .
                         (5.16) 

Если коэффициенты уравнения (5.16)  xp0 ,  xp1 ,  xp2  и его правая 

часть  xf  заданы и непрерывны в интервале  ba;  и   00 xp
  

 bax ; , то 

уравнение (5.16) удовлетворяет условиям теоремы Коши и поэтому имеет 

единственное решение )(xyy  , удовлетворяющее начальным условиям 

  00 yxy  ,     00 yxy  . 

Определение. Если   0xf  в интервале  ba; , то уравнение (5.16) назы-

вается однородным, в противном случае уравнение (5.16) называется неод-

нородным. 
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Таким образом, линейное однородное дифференциальное уравнение 

(ЛОДУ) второго порядка имеет вид 

      0210  yxpyxpyxp .                               (5.17) 

Определение. Уравнение (5.17) называется ЛОДУ второго порядка, со-

ответствующим неоднородному уравнению (5.16). 

Определение. Система функций  xy1 ,  xy2  называется линейно неза-

висимой на отрезке  ba; , если из соотношения     02211  xyxy   следует, 

что 021  . При этом функции  xy1  и  xy2  
 называют линейно незави-

симыми. 

Следующие две теоремы описывают структуру общих решений уравне-

ний (5.16) и (5.17). 

Теорема об общем решении ЛОДУ второго порядка. Если  xy1  и 

 xy2  ‒ линейно независимые решения уравнения (5.17), а 1C  и 2C  ‒ произ-

вольные постоянные, то функция    xyCxyCyоо 2211   есть общее решение 

линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка 

(5.17). 

Теорема о структуре общего решения ЛНДУ второго порядка. Если 

 xyy оооо   ‒ общее решение уравнения (5.17), а  xyy   ‒ частное решение 

уравнения (5.16), то функция  yyy оообщ   есть общее решение линейного 

неоднородного дифференциального уравнения второго порядка (5.16). 

Наиболее просто общие решения линейных уравнений могут быть опи-

саны для линейных уравнений второго порядка с постоянными коэффициен-

тами. 

Дифференциальные уравнения (5.16), (5.17) будем называть дифферен-

циальными уравнениями с постоянными коэффициентами, если функции 

  00 pxp  ,   11 pxp  , 
 

  22 pxp   постоянны.  
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Таким образом, линейное неоднородное дифференциальное уравнение 

второго порядка с постоянными коэффициентами имеет вид 

 xfypypyp  210 ,                                        (5.18) 

а соответствующее ему однородное уравнение  

0210  ypypyp .                                          (5.19) 

5.8.2 Линейные однородные дифференциальные уравнения (ЛОДУ) 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

Будем искать решение уравнения (5.19) в виде функции kx
ey  , где 

constk  . Найдѐм kx
key  , 

kx
eky

2 , тогда 021
2

0  kxkxkx
epkepekp , 

                                             021
2

0  pkpkpe
kx

    0: kx
e , 

021
2

0  pkpkp .                                           (5.20) 

Таким образом, линейному однородному дифференциальному уравне-

нию второго порядка с постоянными коэффициентами (5.19) соответствует 

квадратное уравнение (5.20), которое будем называть характеристическим 

для (5.19). 

Оказывается, наличие и вид линейно независимых решений линейного 

однородного дифференциального уравнения (5.19) определяется характером 

корней характеристического уравнения (5.20). Точнее говоря, имеют место 

следующие ситуации: 

1) уравнение (5.20) имеет два разных вещественных корня 1k  и 2k  

 04при 20
2
1  pppD , тогда функции xk

e 1  и xk
e 2  являются линейно неза-

висимыми решениями уравнения (5.19); 

2) уравнение (5.20) имеет кратный вещественный корень kkk  21  

 04при 20
2
1  pppD , тогда функции xk

e  и xk
ex  являются линейно неза-

висимыми решениями уравнения (5.19); 



179 

 

3) уравнение (5.20) имеет комплексно сопряжѐнные корни ik ,  21  

 04при 20
2
1  pppD , тогда функции xe

x  sin  и xe
x  cos  являются ли-

нейно независимыми решениями уравнения (5.19). 

 Учитывая вышеизложенное, из теоремы об общем решении ЛОДУ вто-

рого порядка вытекает следующее утверждение. 
 

Теорема об общем решении ЛОДУ второго порядка с постоянными 

коэффициентами. Для дифференциального уравнения (5.19) возможны сле-

дующие ситуации: 

1) если 04 20
2
1  pppD , то общее решение уравнения (5.19) имеет вид 

xkxk
оо eCeCy 21

21  , где 21, kk  ‒ корни характеристического уравнения 

(5.20); 

2) если 04 20
2
1  pppD , то общее решение уравнения (5.19) имеет вид 

  xk
оо exCCy 21  , где k  ‒ корень характеристического уравнения (5.20); 

3) если 04 20
2
1  pppD , то общее решение уравнения (5.19) имеет вид 

 xCxCey
x

оо  cossin 21  ,  где ik ,  21  ‒ комплексно сопряжѐнные 

корни  характеристического уравнения (5.20). 

Пример 5.16. Найти общее решение дифференциального уравнения 

043  yyy . 

Решение. Данное уравнение является ЛОДУ второго порядка с постоян-

ными коэффициентами. Составим для него характеристическое уравнение 

043 2  kk  и найдѐм его корни.  

Поскольку   04943414 2
20

2
1  pppD , то характеристиче-

ское уравнение имеет два различных вещественных корня:  

3

4

6

491
1 


k ;   1

6

491
2 


k . 
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Тогда общее решение исходного уравнения имеет вид xkxk
оо eCeCy 21

21    

   
x

x

оо eCeCy 2
3

4

1 


.  

Пример 5.17. Решить задачу Коши    
 













.y

y

yyy

20

,10

,044

 

Решение. 1. Сначала найдѐм общее решение дифференциального урав-

нения 044  yyy .  

Его характеристическое уравнение имеет вид 0144 2  kk .  

Дискриминант этого уравнения   01444
2 D , поэтому характе-

ристическое уравнение имеет кратный корень kkk 



2

1

42

4
21 .  

Тогда общее решение дифференциального уравнения будет иметь вид 

  xk
оо exCCy 21          x

оо exCCy 2
1

21  . 

2. Теперь при помощи начальных условий определим значения констант 

1C  и 2C .  

Имеем:  

1)   10 y      1y  при 0x . Подставим эти значения в общее ре-

шение   x
оо exCCy 2

1

21 
    

      0
21 01 eCC 

    

   11 C ; 

2)   20 y        2y   при 0x . Подставим эти значения в производ-

ную общего решения, которую сначала найдѐм: 

      














  xxxx

оо eCexCCexCCexCCy 2
1

2
1

2
1

2
1

2212121   

  xx
exCCCexCC 2

1
2
1

21221
2

1

2

1

2

1






  .   
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Тогда  
0

212 0
2

1

2

1
2 eCCC 






       2

2

1
12  CC , а так как 11 C , то  

2
2

1
2 C         

2

5
2 C . 

Подставим в ооy  найденные значения 1C  и 2C , и получим искомое ре-

шение задачи Коши, то есть частное решение:  
x

ч eхy 2
1

2

5
1 






  . 

Пример 5.18. Найти общее решение дифференциального уравнения 

0134  yyy . 

Решение. Характеристическое уравнения для данного уравнения имеет 

вид 01342  kk . Дискриминант этого уравнения 

 036131442 D         iiD 63613636 2  .  

Тогда корни  характеристического уравнения  i
i

k 32
2

64
2,1 


 . 

Значит, мы имеем 3-й случай теоремы об общем решении ЛОДУ второго 

порядка с постоянными коэффициентами. Тогда искомое общее решение 

 xCxCey
x

оо  cossin 21  ,  где 2 , 3      

 xCxCey
x

оо 3cos3sin 21
2   . 

Пример 5.19. Решить уравнение  

Решение. Это линейное однородное дифференциальное уравнение вто-

рого порядка с постоянными коэффициентами.  

Составим и решим характеристическое уравнение:  

        ,  . 

Так как корни вещественные и различные, то общее решение данного диф-

ференциального уравнения имеет вид     
xkxk

оо eCeCy 21
21       

x
оо eCeCy

9
2

0
1

  или x
оо eCCy

9
21

 . 

.09  yy

092  kk  0)9( kk  01 k 92 k
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5.8.3 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  
(ЛНДУ) второго порядка с постоянными коэффициентами 

 Рассмотрим неоднородное линейное уравнение (5.18) второго порядка 

с постоянными коэффициентами  xfypypyp  210 . 

 Согласно теореме о структуре общего решения линейного неоднород-

ного дифференциального уравнения второго порядка, для нахождения обще-

го решения этого уравнения достаточно найти общее решение однородного 

дифференциального уравнения (5.19) и некоторое частное решение уравне-

ния (5.18), то есть yyy оообщ  .  В связи с этим актуальной является задача 

построения частных решений для некоторых специальных классов правых 

частей.  

Определение. Назовем стандартными правыми частями ЛНДУ второго 

порядка с постоянными коэффициентами все функции из множества 

      bxxQbxxPeexP
xаxа cossin,  , где a , b  ‒ вещественные числа, 

   xQxP ,  ‒ многочлены. 

Для построения частного решения уравнения (5.18) со стандартной пра-

вой частью может быть использован следующий алгоритм: 

1) построить общее решение  xyy оооо   однородного уравнения, соот-

ветствующего уравнению (5.18);  

2) записать предполагаемую форму частного решения  xy  в том же 

виде, в котором записана правая часть уравнения (5.18), но с неопределен-

ными коэффициентами; 

3) уточнить выражение для  xy , сравнив его с  xyоо . Если в этих вы-

ражениях нет линейно зависимых (подобных) слагаемых, то для  xy  опре-

делена форма и в этом случае следует перейти к пункту 4). Если линейно за-

висимые (подобные) слагаемые имеются, то нужно заменить предполагаемое 

выражение  xy  на  xyx   и снова сравнить с  xyоо . Процесс определения 
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формы записи  xy  заканчивается, как только в выражениях для  xy  и 

 xyоо  исчезнут подобные слагаемые; 

4) определить коэффициенты в выражении  xy , подставив его в урав-

нение. 

Пример 5.20. Найти общее решение дифференциального уравнения 

24323 2  xxyyy . 

Решение. По теореме о структуре общего решения ЛНДУ второго по-

рядка общее решение yyy оообщ  . 

1. Найдѐм ооy  ‒ общее решение соответствующего однородного уравне-

ния  023  yyy
 
(подробное решение разобрано в примере 5.16). 

0232  kk ; 

2,1 21  kk . 

Так как корни действительные и , то общее решение однородного 

уравнения имеет вид  xkxk
оо eCeCy 21

21        
xx

оо eCeCy
2

21  . 

2. Найдѐм y  ‒ частное решение данного неоднородного уравнения.  

Правая часть рассматриваемого уравнения   243 2  xxxf  является 

стандартной ‒ многочлен второй степени, поэтому  предполагаемая форма 

записи частного решения имеет вид CBxAxy  2
.  

Для уточнения, сравним это выражение с xx
оо eCeCy

2
21  . Поскольку 

подобные слагаемые отсутствуют, то частное решение уравнения следует ис-

кать в форме CBxAxy  2
.  

Чтобы определить неизвестные пока коэффициенты CBA ,,
,
 воспользу-

емся приѐмом, который будем называть методом неопределѐнных коэффи-

циентов. Подставим y
 
в уравнение. Для этого найдѐм сначала производные 

для CBxAxy  2
. 

21 kk 
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  BAxCBxAxy 





22
; 

  АBAxy 22 


.   

Тогда       2432232 22  xxCBxAxBAxА ,  

243222362 22  xxCBxAxBAxA . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получим: 

 
 
 3

2

1

2232

426

32

0

2






CBA

BA

A

x

x

x

     

 
2

3
1  A ; 

 
2

5
5242942

2

3
62  BBBB ; 

 
4

13

2

13
222

2

15
322

2

5
3

2

3
23  СССC . 

Тогда искомое частное решение имеет вид 
4

13

2

5

2

3 2  xxy .  

А так как yyy оообщ  , то общее решение исходного уравнения   

24323 2  xxyyy  имеет вид  
4

13

2

5

2

3 22
21  xxeCeCy

xx
общ . 

Следует обратить внимание на то, что метод неопределѐнных коэффи-

циентов будем применять для определения коэффициентов частного решения 

ЛНДУ второго порядка с постоянными коэффициентами со стандартной пра-

вой частью.  
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Пример 5.21. Решить уравнение x
eyyy

324103  . 

Решение. Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение с 

постоянными коэффициентами. Его общее решение находим по формуле 

yyy оообщ  . 

1. Найдѐм ооy  ‒ общее решение соответствующего однородного уравне-

ния  0103  yyy  (подробное решение разобрано в примере 5.16). 

; 

; 

, . 

Так как корни действительные и , то общее решение имеет вид  

xkxk
оо eCeCy 21

21       
xx

оо eCeCy
2

2
5

1   . 

2. Найдѐм y  ‒ частное решение данного неоднородного уравнения.  

Так как правая часть исходного уравнения   x
exf

324  является стан-

дартной, то предполагаемая форма записи частного решения имеет вид 
x

Aey
3 . Для уточнения, сравним это выражение с xx

оо eCeCy
2

2
5

1   . По-

скольку подобные слагаемые отсутствуют, то частное решение уравнения 

следует искать в форме x
Aey

3 . 

Так как y  ‒ решение данного уравнения, то для нахождения коэффици-

ента А нужно функцию y  подставить в исходное уравнение. Для этого 

найдѐм производные x
Aey

3 :  

  xx
AeAey

33 3





,  

  xx
AeAey

33 93 





.    

01032  kk

2

73

2

4093
2,1





k

51 k 22 k

21 kk 
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Тогда  xxxx
eAeAeAe

3333 2410339  , 

     0 , 

 , 

 . 

Тогда  x
ey

33 . Так как yyy оообщ  , то  

– искомое общее решение. 

Пример 5.22. Найти общее решение уравнения x
eyyy

22  . 

Решение. Общее решение находим по формуле yyy оообщ  . 

1. Найдѐм ооy  ‒ общее решение соответствующего однородного уравне-

ния 02  yyy  (подробное решение разобрано в примере 5.16). 

 

 

, . 

Так как корни действительные и , то общее решение имеет вид  

xkxk
оо eCeCy 21

21       
xx

оо eCeCy
 2

2
1 . 

2. Найдѐм y  ‒ частное решение данного неоднородного уравнения.  

Так как правая часть исходного уравнения   x
exf

2  является стан-

дартной, то предполагаемая форма записи частного решения имеет вид 
x

Aey
2 . Для уточнения, сравним это выражение с xx

оо eCeCy
2

2
5

1   : они 

имеют подобные слагаемые  и  Тогда частное решение уравнения 

следует искать в форме
 

xx
eAxAexy

22  . Полученное выражение не имеет 

подобных слагаемых с  
xx

оо eCeCy
2

2
5

1   . Поэтому оставим x
eAxy

2
,
 где  

А – неизвестный коэффициент.  

xxx
eeAe

333 :248 

248 A

3A

xxx
общ eeCeСу 32

2
5

1 3 

,022  kk

.
2

31

2

811
2,1





k

21 k 12 k

21 kk 

x
eC

2
1 .2x

Ae
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Чтобы найти А, нужно функцию y  подставить в исходное уравнение. 

Для этого найдѐм производные x
eAxy

2 : 

       AxAeeAxAeeAxeAxeAxy
xxxxxx 22 222222 








, 

        








AxAeAxAeAxAey
xxx 222 222

 

     AxAeAAxAeAeAxAe
xxxx 44242222 2222  . 

Тогда:  

0 , 

12244  AxAxAAxA , 

     Значит,  x
exy

2

3

1
 . Так как yyy оообщ  , то  

 
– общее решение. 

Пример 5.23. Найти общее решение уравнения x
eyyy

5152510  . 

Решение. Общее решение находим по формуле yyy оообщ 
.
 

1. Найдѐм ооy  ‒ общее решение соответствующего однородного уравне-

ния 02510  yyy . 

 

. 

Так как корни действительные и k , то общее решение имеет 

вид   xk
оо exCCy 21          x

оо exCCy
5

21  . 

2. Найдѐм  y  ‒ частное решение данного неоднородного уравнения.  

Так как правая часть исходного уравнения   x
exf

515  является стан-

дартной, то предполагаемая форма записи частного решения имеет вид 
x

Aey
5 .  

    xxxxx
eeAxeAxAeAxAe

22222 :2244 

13 A  .
3

1
A

xxx
общ xeeCeCy

2
2

2
1

3

1
 

,025102  kk

5
2

10

2

10010010
2,1 


k

521  kk
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Для уточнения, сравним это выражение с    x
оо exCCy

5
21  

xx
exCeC

5
2

5
1  : они имеют подобные слагаемые x

eC
5

1  и x
Ae

5 . Тогда част-

ное решение уравнения следует искать в форме
 

xx
eAxAexy

55  . Полу-

ченное выражение также имеет подобные слагаемые  xx
exCeAx

5
2

5 и  с 

xx
оо exCeCy

5
2

5
1  . Поэтому снова x

eAxy
5 домножим на x  и получим 

x
eAxy

52 .  

Чтобы найти неопределѐнный коэффициент А, нужно функцию y  под-

ставить в исходное уравнение. Для этого найдѐм производные x
eAxy

52 : 

      









 xxxxx

eAxAxeeAxeAxeAxy
525525252 52

 

 25 52 AxAxe
x  , 

         






 252525 525252 AxAxeAxAxeAxAxey

xxx
 

      AxAAxAxeAxAeAxAxe
xxx 1022510102525 25525

 

 25 25202 AxAxAe
x  .   Тогда     

    0:1525521025202 55522525  xxxxx
eeeAxAxAxeAxAxAe , 

1525502025202 222  AxAxAxAxAxA , 

    

Следовательно,  x
exy

52

2

15
 . Так как yyy оообщ  , то  

 
– общее решение. 

152 A  .
2

15
A

xxx
общ exxeCeCy

525
2

5
1

2

15

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Пример 5.24. Найти частное решение уравнения 191277 2  xxyy  , 

удовлетворяющее условиям  

Решение. 1. Общее решение находим по формуле yyy оообщ  . 

1.1. Найдѐм ооy  ‒ общее решение соответствующего однородного урав-

нения 07  yy  (подробное решение разобрано в примере 5.19). 

    . 

Так как корни действительные и , то общее решение имеет вид  

xkxk
оо eCeCy 21

21       
x

оо eCeCy
7

2
0

1   или x
оо eCCy

7
21  . 

1.2. Найдѐм  y  ‒ частное решение данного неоднородного уравнения.  

Так как правая часть уравнения   19127 2  xxxf  является стандарт-

ной, то предполагаемая форма записи частного решения имеет вид 

CBxAxy  2 . Для уточнения, сравним это выражение с x
оо eCCy

7
21  . 

Поскольку C  и 1C  ‒ подобные слагаемые, то частное решение уравнения 

следует искать в форме   CxBxAxCBxAxxy  232
. Полученное вы-

ражение не имеет подобных слагаемых с ооy , поэтому CxBxAxy  23 , где  

А, B и C – неизвестные коэффициенты.  

Чтобы найти А, B и C, нужно функцию y  подставить в исходное урав-

нение. Для этого найдѐм производные CxBxAxy  23
: 

  CBxAxCxBxAxy 





23 223
; 

  BАxCBxAxy 2623 2 





.   

Тогда     1912723726 22  xxCBxAxBАx ,  

191277142126 22  xxCBxAxBАx . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получим: 

,1)0( y .0)0( y

072  kk  ,01 k 72 k

21 kk 
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 
 
 3

2

1

1972

12146

721

0

2






CB

BA

A

x

x

x

     

 
3

1

21

7
1 


 A ; 

  11414121421214
3

1
62 






 BBBB ; 

    32171972197123  ССCC . 

Тогда искомое частное решение будет xxxy 3
3

1 23  .  

А так как yyy оообщ  , то общее решение исходного уравнения   

24323 2  xxyyy  имеет вид  xxxeCCy
x

общ 3
3

1 237
21  . 

2. Найдѐм частное решение исходного уравнения при заданных началь-

ных условиях. 

Так как  и xxxeCCy
x

общ 3
3

1 237
21  , то  

0300
3

1
1 0

21  еСС      . 

Так как  и  327 27
2  xxeCy

x , то  

302070 0
2  eC     037 2 C . 

Получим систему уравнений. 








,037

,1

2

21

C

CC

       

  













,
7

3

,1
7

3

2

1

C

C

          














.
7

3

,
7

4

2

1

C

C

 

Тогда искомое частное решение, удовлетворяющее заданным начальным 

условиям, имеет вид xxxey
x

ч 3
3

1

7

3

7

4 237  . 

1)0( y

 121 CC

0)0( y

 
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Пример 5.25. Найти общее решение уравнения xyyy 5sin896  . 

Решение. Общее решение уравнения находим по формуле 

yyy оообщ  . 

1. ооy  ‒ общее решение соответствующего однородного уравнения 

096  yyy  (подробное решение разобрано в примере 5.17). 

; 

. 

Так как корни действительные и kkk  321 , то общее решение име-

ет вид   xk
оо exCCy 21        x

оо exCCy
3

21
 . 

2. Найдѐм y  ‒ частное решение данного неоднородного уравнения.  

Так как правая часть уравнения   xxf 5sin8  является стандартной, то 

предполагаемая форма записи частного решения имеет вид 

xBxAy 5cos5sin  . Для уточнения, сравним это выражение с 

  x
оо exCCy

3
21

 . Поскольку подобных слагаемых нет, то 

xBxAy 5cos5sin  .  

Определим значения неизвестных коэффициентов А и В. Для этого 

найдѐм производные функции xBxAy 5cos5sin   и подставим их в уравне-

ние. 

  xBxAxBxAy 5sin55cos55cos5sin 


, 

  xBxAxBxAy 5cos255sin255sin55cos5 
 .   Тогда  

    xxBxAxBxAxBxA 5sin85cos5sin95sin55cos565cos255sin25  ,  

xxBxAxBxAxBxA 5sin85cos95sin95sin305cos305cos255sin25  . 

Приравняем коэффициенты при x5sin  и x5cos . 

0962  kk

3
2

6

2

36366
2,1 





k
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093025

893025

5cos

5sin




BAB

ABA

x

x
          

 







2:01630

2:83016

BA

BA
       

 
 2

1

0815

,4158








.BA

BA
 

  ABAB
8

15
1582  ; 

 
289

32
4

8

289
4

8

225
84

8

15
1581  AAAAAA ; 

289

60

289

32

8

15







 B . 

Тогда xxy 5cos
289

60
5sin

289

32
 .  Так как yyy оообщ  , то  

  xxexCCy
x

общ 5cos
289

60
5sin

289

323
21  

 – общее решение. 

Несколько расширить набор правых частей, для которых можно строить 

частные решения уравнения (5.18), позволяет следующее утверждение, назы-

ваемое теоремой о наложении решений. 
 

Теорема о наложении решений. Пусть правая часть уравнения 

 xfypypyp  210  представима в виде        xf...xfxfxf m 21 . 

Тогда, если  xyy kk   есть решение дифференциального уравнения 

 xfypypyp k 210  при mk ...2,1 , то функция   xyy 1

   xy...xy m 2  является решением дифференциального уравнения 

 xfypypyp  210 . 

Замечание. Если правая часть  xf  есть сумма стандартных правых ча-

стей, то каждое из частных решений  xyy kk    может быть найдено опи-

санным выше в примере 5.20 методом неопределенных коэффициентов. От-

метим, что при этом форму каждого из этих решений следует уточнять инди-

видуально. 
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Пример 5.26. Найти общее решение дифференциального уравнения 

xexyyy
x 2sin321244 2   . 

Решение. Общее решение уравнения находим по формуле 

yyy оообщ  . 

1. Рассмотрим однородное уравнение, соответствующее данному неод-

нородному 044  yyy
 
(подробное решение в примере 5.17).  

Характеристическое уравнение 0442  kk  имеет кратный веще-

ственный корень 2k , поэтому общее решение однородного уравнения 

имеет вид   x
оо exCCy

2
21

 .  

2. Найдем частное решение y .  

Правая часть   xexxf
x 2sin3212 2    представляет собой сумму 

трех стандартных функций   121  xxf ,   x
exf

2
2 2  ,   xxf 2sin33  , по-

этому в силу теоремы о наложении решений      xyxyxyy 321  . Запи-

шем предполагаемое частное решение в форме, рекомендуемой выше:  

xExDCeBAxy
x 2cos2sin2  

.  

При этом каждую группу слагаемых BAx , 
x

Ce
2

, xExD 2cos2sin   

следует уточнить индивидуально. Сравнивая эти выражения с общим реше-

нием однородного уравнения   xxx
оо exCeCexCCy

2
2

2
1

2
21

  , за-

ключаем, что среди слагаемых BAx , xExD 2cos2sin   нет подобных для 
x

eC
2

1
  и x

exC
2

2
 . Поэтому эти слагаемые оставим в той же форме. Если же 

сравнивать x
eC

2
1

  и x
exC

2
2

  с x
Ce

2 , то ясно, что до исчезновения подоб-

ных слагаемых следует это выражение дважды умножить на x. Таким обра-

зом, x
Ce

2
 следует заменить на x

eCx
22 

.  
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Итак, частное решение дифференциального уравнения 

xexyyy
x 2sin321244 2    следует искать в виде 

xExDeCxBAxy
x 2cos2sin22  

.  

Для определения неизвестных EDCBA ,,,,  воспользуемся методом не-

определѐнных коэффициентов. Подставим выражение y  в уравнение и при-

равняем коэффициенты при независимых функциях. Имеем:  

xExDeCxBAxy
x 2cos2sin22  

, 

  
 

xExDeCxBAxy
x 2cos2sin22

 

 
xExDeCxeCxA

xx 2sin22cos222 222
 

  xExDCxCxeA
x 2sin22cos222 22   , 

   
 

xExDCxCxeAy
x 2sin22cos222 22

 

     
xExDCxCeCxCxe

xx 2cos42sin442222 222
 

   
xExDCxCCxCxe

x 2cos42sin44244 22
 

  xExDCxCxCe
x 2cos42sin4482 22   . 

Поэтому  

  
xExDCxCxCe

x 2cos42sin4482 22
 

   
xExDCxCxeA

x 2sin22cos2224 22
 

  xexxExDeCxBAx
xx 2sin32122cos2sin4 222  

,  

  
xExDCxCxCxCxCxCe

x 2cos42sin4488482 2222
 

 xExDA 2sin82cos84  xExDBAx 2cos42sin444  

xex
x 2sin3212 2  

. 

 x
Ce

22  xExDA 2sin82cos84  BAx 44 xex
x 2sin3212 2  

. 

Отсюда имеем: 
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.D

E

C

BA

A

x

x

e

x

x

x

08

,38

,22

,144

,24

2cos

2sin

2

0









          

Следовательно, 0,
8

3
,1,

4

1
,

2

1
 DECBA . 

Таким образом, .xexxy
x 2cos

8

3

4

1

2

1 22    Окончательно, общее решение 

исходного уравнения    .xexxexCCy
xx

общ 2cos
8

3

4

1

2

1 222
21  

 

5.9 Моделирование механических и электродинамических  
процессов 

Пример 5.27. Материальная точка (груз) массы m , подвешенная к концу 

пружины, движется по вертикальной прямой. Требуется определить закон 

движения груза. 

Решение. Примем, что в положении равновесия вес груза уравновеши-

вается упругой силой пружины. Поместим начало координат в положение 

равновесия груза, а ось Oy направим вертикально вниз по прямой, вдоль ко-

торой движется груз. Положение груза в произвольный момент времени t  

определяется отклонением y  груза от начала координат (рисунок  5.1). Для 

нахождения закона движения груза определим зависимость отклонения y  от 

времени t , то есть функцию  tyy  . 
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Рисунок 5.1 – Материальная точка массы m ,  

подвешенная к концу пружины 

 

На груз действуют следующие силы.  

1. Восстанавливающая сила 1F , стремящаяся вернуть груз в начальное 

положение. Сила 1F  направлена вдоль оси Oy , и еѐ проекция на эту ось про-

порциональна отклонению груза от положения равновесия kyF y 1 . 

Число k  называется коэффициентом восстановления  0k . Знак «ми-

нус» в выражении проекции силы 
yF1  указывает на то, что восстанавливаю-

щая сила направлена в сторону, противоположную деформации пружины. 

2. Сила сопротивления 2F  среды, в которой находится пружина с гру-

зом, направлена противоположно вектору скорости v  движения груза. Вели-

чина силы 2F  пропорциональна величине скорости v  груза.  Поэтому проек-

ция силы 2F  на ось Oy запишется в виде yy vF 2   0где  . 

Силу веса груза мы не учитываем, так как она уравновешивается упру-

гой силой пружины, а весом самой пружины пренебрегаем. 
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Для определения дифференциального уравнения движения груза вос-

пользуемся вторым законом Ньютона: 

 Fam ,                                                 (5.21) 

где a  ‒ вектор ускорения, F  ‒ сумма сил, действующих на материальную 

точку.  

В нашем случае на материальную точку (груз) действуют две силы 1F  и 

2F , направленные вдоль оси Oy , то есть 21 FFF  .  

Проецируя векторы, стоящие в обеих частях равенства (5.21), на ось Oy

и учитывая механический смысл производных первого и второго порядка, 

имеем, что проекция вектора скорости v  на ось Oy  есть первая производная,  

а проекция вектора ускорения a  на ось Oy  есть вторая производная функции 

отклонения  tyy  , то есть yv y   ya y  . Получаем искомое дифферен-

циальное уравнение 

yykym    

или 

0 ykyym  .                                      (5.22) 

Уравнение (5.22) является уравнением второго порядка с постоянными 

коэффициентами и называется уравнением свободных колебаний. 

Если на груз, кроме того, действует внешняя возмущающая сила, 

направленная  вдоль оси Oy , величина которой  tF  есть заданная функция 

времени t , то уравнение (5.22) принимает вид 

                   tFykyym                                        (5.23) 

и называется уравнением вынужденных колебаний. 

Разделив обе части уравнения (5.23) на m  и введя обозначения  

   tf
m

tF
,

m

k
,b

m
 22 

, 
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получим уравнение вынужденных колебаний в следующем виде: 

 tfyyby  22  .                                      (5.24) 

Уравнение (5.24) является неоднородным линейным дифференциальным 

уравнением второго порядка. 

Рассмотрим некоторые частные случаи этого уравнения. 

1. Пусть отсутствуют сопротивление среды  0b  и внешняя возмуща-

ющая сила   0tf . В этом случае уравнение (5.24) примет вид: 

02  yy  .                                              (5.25) 

Уравнение (5.25) является уравнением свободных колебаний груза при 

отсутствии сопротивления среды. Его характеристическое уравнение 

022 k  имеет корни  ik,ik   21 , тогда общее решение уравне-

ния (5.25) запишется в виде 

tsinCtcosCy  21  .                                   (5.26) 

Введѐм вместо произвольных постоянных 1C  и 2C   новые произвольные 

постоянные 
2

12
2

2
1 tg,

C

C
CCN   . Отсюда sin1 NC  ,  cos2 NC  . 

Подставляя выражения 1C  и 2C
 в равенство (5.26), получим  

   tNtNtNy sinsincoscossin . 

Итак, общее решение уравнения (5.25) можно представить в виде  

   tNy sin .                                           (5.27) 

Формула (5.27) показывает, что груз совершает прямое периодическое 

движение, которое называется гармоническим колебанием. Период колеба-

ния .T

2

  Величина   называется собственной частотой колебаний. 

Величина N  представляет собой наибольшее отклонение груза от положения 

равновесия и называется амплитудой колебания;   называется начальной 

фазой. 
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2. Имеется сопротивление среды  0b , но отсутствует возмущающая 

сила   0tf . В этом случае уравнение (5.24) имеет вид: 

02 2  yyby  .                                        (5.28) 

Его характеристическое уравнение 02 22  kbk  имеет корни  

.bbk ,
22

21   

Рассмотрим наиболее интересный случай малого сопротивления, когда 

b    022 b      222222 1 bibb   . То есть корни 

характеристического уравнения будут комплексными ,i~bk , 21  
где 

.b~ 22    Тогда общее решение уравнения (5.28) имеет вид 

     
t~Net~Ct~Cey

btbt sinsincos 21 ,               (5.29) 

где sin1 NC  ,  cos2 NC  . 

Из (5.29) видно, что груз будет совершать колебания, амплитуда кото-

рых bt
Ne


 стремится к нулю при t . Такие колебания называются зату-

хающими колебаниями.  

В случае b  корни характеристического уравнения будут 

22
2,1  bbt  ‒ действительны и различны, а общее решение уравне-

ния (5.28) имеет вид 

   tbbtbb
eCeCy

2222

21
   . 

В этом случае груз, не совершая колебаний, приближается к положению 

равновесия (при 0,  yt ). Это же обстоятельство имеет место при 

.b   

3. Пусть теперь сопротивление среды отсутствует  0b , но на груз 

действует внешняя периодическая возмущающая сила   tatf sin . В этом 

случае уравнение (5.24) примет вид 
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tayy  sin2    .                                     (5.30) 

Общее решение этого уравнения yyy оообщ   есть сумма частного 

решения y  неоднородного уравнения (5.30) и общего решения ооy  соответ-

ствующего однородного уравнения (5.25)  02  yy  . 

Общее решение уравнения (5.25) мы нашли выше в виде 

tCtCyоо  sincos 21  , а затем преобразовали  к формуле (5.27)   

   tNyоо sin . 

Найдѐм теперь частное решение уравнения (5.30). Так как правая часть 

уравнения   tatf sin , то tBtAy  cossin  . Для уточнения формы y  

сравним его с ооy . Наличие подобных слагаемых зависит от того, какое зна-

чение принимает      или . Поэтому рассмотрим два случая. 

1.   , то есть частота   внешней периодической возмущающей си-

лы отлична от собственной частоты колебаний  . В этом случае частное ре-

шение y  не имеет подобных слагаемых с ооy , значит, оставим y  в форме 

tBtAy  cossin  . Чтобы найти неизвестные коэффициенты A  и B , под-

ставим y  в уравнение (5.30). Для этого найдѐм сначала производные y . 

tBtAy  cossin  ,  

  tBtAtBtAy  sincoscossin 


, 

  tBtAtBtAy  cossinsincos 22 


.  Тогда  

  tatBtAtBtA  sincossincossin 222  . Приравняем коэф-

фициенты при tsin  и tcos . 

,0

,0

cos

sin

22

22




ВВ
AA

t

t







         
 
 








,0

,
22

22

В
аA




        












.B

a
A

0

,
22   
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Значит, t
a

y 


sin
22 

 , следовательно, общее решение уравнения 

(5.30) в случае    имеет вид  

  t
a

tNyобщ 


 sinsin
22 

 .                       (5.31) 

Из формулы (5.31) следует, что если частота   внешней возмущающей 

силы близка к собственной частоте колебаний пружины  , то разность 
22    близка к нулю и амплитуда колебаний резко возрастает.  

2. Если частота   внешней возмущающей силы совпадает с собственной 

частотой      . В этом случае уравнение (5.30) можно переписать в виде 

tayy  sin2  , а его частное решение ‒ в виде tBtAy  cossin  . При 

уточнении формы y  мы видим подобные слагаемые с ооy : tA sin  и  

tC sin2 , tB cos  и tC cos1 . Поэтому y  будем искать в виде 

 tBtAty  cossin  . Аналогично предыдущему пункту найдѐм A  и B . 

 tBtAty  cossin  , 

    tBtAttBtAtBtAty  sincoscossincossin 


, 

   


tBtAttBtAy  sincoscossin  

 tBtAtBtA  sincossincos  

  tBtAt  cossin 22  tBtA  sin2cos2  

 tBtAt  cossin 22  . Тогда   

  tBtAttBtA  cossinsin2cos2 22   tBtAt  cossin2  

ta sin      tatBtA  sinsin2cos2  .  

Приравняем коэффициенты при tsin  и tcos . 

,02

,2

cos

sin










А
аВ

t

t
         











.
a

B

A

2

,0
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Поэтому частное решение y  будет иметь вид t
ta

y 


cos
2

 . 
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Следовательно, общее решение уравнения (5.30) в случае    имеет вид  

  t
ta

tNyобщ 


 cos
2

sin  . 

Наличие множителя t  во втором члене указывает на то, что амплитуда 

колебаний с течением времени неограниченно возрастает. В этом случае го-

ворят, что имеет место резонанс.  

Итак, резонанс при колебательном движении наступает в том случае, ко-

гда собственная частота колебаний совпадает с частотой внешней силы. 

К линейным дифференциальным уравнениям второго порядка приводят 

также явления, связанные с изменением силы тока в цепи. 

Пример 5.28. Рассмотрим электрическую цепь, состоящую из омическо-

го сопротивления R , самоиндукции L , ѐмкости C , к которой подключен ис-

точник электродвижущей силы, изменяющейся с течением времени по зако-

ну:  tUU   (рисунок 5.2). Определить, как изменяется сила тока в цепи 

 tII   в зависимости от времени t .  

Решение. Обозначим через abU , bcU , cdU
  падения напряжения соот-

ветственно на участках ab , bc , cd  цепи. Так как в замкнутом контуре ал-

гебраическая сумма падений напряжения равна электродвижущей силе, то  

 tUUUU cdbcab  . 

Из физики известно (закон Ома), что: 

 tIRUab  ,  
   

t

cdbc dttI
C

U
dt

tdI
LU

0

.
1

,  

Поэтому 

        
t

tUdttI
Cdt

tdI
LtIR

0

1
. 
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Рисунок 5.2 – Электрическая цепь 

Дифференцируя по t  обе части последнего равенства, получим  

       tU
C

tI

dt

tdI
L

dt

tdI
R 

2

2

 

или 

L

U

LC

I
I

L

R
I


 . 

Таким образом, искомая сила тока I  в цепи является решением линей-

ного дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэф-

фициентами.  

Если внешняя электродвижущая сила U  постоянна (в частности равна 

нулю), то 0U  и мы приходим к линейному дифференциальному уравне-

нию без правой части:  

.
LC

I
I

L

R
I 0  
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5.10 Системы дифференциальных уравнений первого порядка 

5.10.1 Основные понятия 

Определение. Системой дифференциальных уравнений первого по-

рядка называют систему дифференциальных уравнений вида  

 
 

 














.y...yyy...yyxF

...........................................................

y...yyy...yyxF

y...yyy...yyxF

nnm

nn

nn

0;;;;;;;;

,0;;;;;;;;

,0;;;;;;;;

2121

21212

21211

                               (5.32) 

где  bax ; ,    nixyy ii ,1  ‒ искомые функции переменной x . 

Определение. Решением системы дифференциальных уравнений 

(5.32) будем называть набор дифференцируемых  на интервале  ba;   функ-

ций  xy1 ,  xy2 ,…,  xyn , удовлетворяющих каждому уравнению системы. 

Определение. Будем говорить, что система дифференциальных уравне-

ний записана в нормальной форме, если число уравнений системы совпадает 

с числом искомых функций и все производные искомых функций выражены 

через аргумент и искомые функции: 

 
 

 














.y...yyxfy

.....................................

y...yyxfy

y...yyxfy

nnn

n

n

;;;;

,;;;;

,;;;;

21

2122

2111

                                                     (5.33) 

 Имеет место следующая теорема существования и единственности ре-

шения системы дифференциальных уравнений. 

Теорема Коши-Ковалевской  Существования и единственности ре-
шения системы дифференциальных уравнений. Пусть 

 00
2

0
1

0
0 ;;;; ny...yyxM     

  
‒ внутренняя точка области определения каждой 

из функций, определяющих правые части уравнений системы (5.33). Если в 
некоторой окрестности точки M0 каждая из функций  nk y...yyxf ;;;; 21 ,  
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 nk ,1  непрерывна и имеет ограниченные частные производные первого 

порядка по переменным iy ,  ni ,1 , то в некоторой окрестности точки x0 

существует и единственно решение системы (5.33), удовлетворяющее усло-
виям 

 
 

 

















.yxy

....................

yxy

yxy

nn
0

0

0
202

0
101

,

,

                                (5.34) 

Определение. Задачей Коши для системы дифференциальных уравне-

ний называется задача нахождения решения этой системы, удовлетворяюще-

го дополнительным условиям (5.34). 

 Из теоремы Коши-Ковалевской следует, что для систем, допускающих 

запись в нормальной форме (5.33), при выполнении условий теоремы реше-

ние задачи Коши существует и единственно, по крайней мере, локально, в 

окрестности рассматриваемой точки. 

Определение. Частным решением  системы дифференциальных 

уравнений  (5.33)  называют  такое  еѐ  решение,   которое   удовлетворяет   

условиям (5.34). 

Таким образом, частное решение системы дифференциальных уравне-

ний есть решение фиксированной задачи Коши. 

Определение. Общим решением системы дифференциальных уравне-

ний называют совокупность функций  

 
 

 














,;;;;

,;;;;

,;;;;

21

2122

2111

nnn

n

n

C...CCxyy

.......................................

C...CCxyy

C...CCxyy

                        

                    (5.35) 

зависящих от произвольных постоянных 1C , 2C ,…, nC  и удовлетворяющих 

следующим условиям: 
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1) при любых фиксированных значениях констант 1C , 2C ,…, nC  функ-

ции (5.35) являются решениями системы; 

2) любое частное решение системы (5.33) может быть получено из ре-

шения (5.35) выбором констант 1C , 2C ,…, nC . 

5.10.2  Метод исключения в системах дифференциальных уравнений  
первого порядка,  записанных в нормальной форме 

 Нормальная система n дифференциальных уравнений первого порядка 

эквивалентна одному дифференциальному уравнению порядка n. В самом 

деле, продифференцируем первое уравнение системы (5.33) по x: 

n
n

y
y

f
...y

y

f
y

y

f

x

f
y 
















 1
2

2

1
1

1

11
1 . 

Учитывая, что  каждая  функция iy  ‒ есть функция переменных ,x  1y , 

2y , …, ny , то правая часть последнего равенства есть некоторая функция 2F  

тех же переменных. То есть  

 ny...yyxFy ;;;; 2121  .
                                                     

(5.36) 

Дифференцирование уравнения (5.36) с учетом (5.33) даѐт  

 
n

n

y
y

F
...y

y

F
y

y

F

x

F
y 
















 2
2

2

2
1

1

223
1

       

или  

   ny...yyxFy ;;;; 213
3

1  .
  

                                                 (5.37) 

Продолжая аналогично, получаем: 

   ,;;;; 214
4

1 ny...yyxFy 
 

…………………………. 
   ,;;;; 211

1
1 nn
n

y...yyxFy 
 

 

   nn
n

y...yyxFy ;;;; 211  . 

Выпишем полученные уравнения совместно с первым уравнением си-

стемы (5.33)  ny...yyxfy ;;;; 2111   и получим новую систему: 
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 
 

   
















.y...yyxFy

.......................................

y...yyxFy

y...yyxfy

nn
n

n

n

;;;;

,;;;;

,;;;;

211

2121

2111

                                   (5.38) 

Предположим, что из  1n -ых уравнений системы (5.38) можно выра-

зить 1n  неизвестных nyyy ,...,, 32  через функцию 1y  и еѐ производные до 

порядка 1n  включительно. Подставив эти выражения в последнее из урав-

нений (5.38), придѐм к одному дифференциальному уравнению n -го порядка  

относительно неизвестной функции 1y : 

    1
11111 ;;;;;  nn

y...yyyxФy .                                 (5.39)  

Если общее решение уравнения (5.39) есть функция 

 nC...CCxy ;;;; 2111  , то можно найти остальные неизвестные 

nyyy ...,,, 32 , подставив 1y  в выражения для них найденные из  1n -ых 

уравнений системы (5.38). В результате получаем систему функций 

              

 
 

 














,;;;;

,;;;;

,;;;;

21

2122

2111

nnn

n

n

C...CCxy

....................................

C...CCxy

C...CCxy






                                (5.40) 

которые и являются решением исходной системы (5.33). 

Обратно, пусть дано дифференциальное уравнение n-го порядка, разре-

шѐнное относительно старшей производной 

    1;;;;;  nn
y...yyyxfy .                               (5.41) 

Положим 1yy  ,  21 yyy  ,  32 yyy  , 

……………. 
 

nn
n

yyy  


1
1

         nn
n

y...yyxfyy ;;;; 21 . 

Таким образом, из уравнения (5.41) получаем систему дифференциаль-

ных уравнений первого порядка: 



209 

 

        

 


















.y...yyxfy

..............

yy

yy

yy

nn ;;;;

,

,

,

21

43

32

21

                               (5.42) 

Система дифференциальных уравнений (5.42) представляет собой част-

ный случай системы (5.33). 

Замечание. Метод сведения системы (5.33) к дифференциальному урав-

нению (5.39) называют методом вытеснения или методом исключения. 

Пример 5.29. Решить систему дифференциальных уравнений 








.yyy

yyy

212

121

52

,7

 Решение. Решим данную систему дифференциальных уравнений перво-

го порядка методом исключения. Из первого уравнения системы выразим 2y : 

121 7yyy        112 7yyy    и подставим найденное во второе уравнение 

системы. Получим: 

   11111 7527 yyyyy  ,  

11111 35527 yyyyy  , 

03712 111  yyy  ‒ ЛОДУ второго порядка с постоянными коэффици-

ентами. Для его решения составим и решим характеристическое уравнение.  

037122  kk , 

41481443714122 D , 

  iD 2144  , тогда 

 
i

ii
k 







 6
2

62

12

212
2,1 . 

Тогда общее решение уравнения 03712 111  yyy  запишем в виде 

 xCxCey
x  sincos 211  , где 6 , 1 .  
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Получим  xCxCey
x sincos 21

6
1   . Теперь найдѐм 2y , учитывая, что 

112 7yyy  : 

   
xCxCey

x sincos 21
6

2   
xCxCe

x sincos7 21
6  

   


 
xCxCe

x sincos 21
6   

xCxCe
x sincos 21

6
 

  
xCxCe

x sincos7 21
6   

xCxCe
x sincos6 21

6
 

  
xCxCe

x cossin 21
6  xCxCe

x sincos7 21
6  = 

  
xCxCxCxCxCxCe

x sin7cos7cossinsin6cos6 212121
6

 

    xCCxCCe
x sincos 1221

6   . 

Таким образом, совокупность функций  

 
    












,sincos

,sincos

1221
6

2

21
6

1

xCCxCCey

xCxCey

x

x

 

является общим решением заданной системы дифференциальных уравнений 

первого порядка. 

Пример 5.30. Найти частное решение системы дифференциальных 

уравнений 







,cos

,sin34

21

121

xyy

xyyy
   удовлетворяющее условиям  

 
 







.10

,20

2

1

y

y
 

Решение. 1. Найдѐм сначала общее решение данной системы дифферен-

циальных уравнений первого порядка методом исключения. Из второго  

уравнения системы выразим 2y :  xyy cos21       12 c os yxy    и подста-

вим в первое уравнение системы. Получим: 

  xyyxy sin3cos4 111  , 

xyyxy sin3sin4 111  , 

034 111  yyy  ‒ ЛОДУ второго порядка с постоянными коэффициен-

тами. Составим для него характеристическое уравнение и найдѐм его корни.  

0342  kk , 
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4121631442 D ,  24 D , 

1
2

2

12

24
1 







k , 

3
2

6

12

24
2 







k . 

Тогда общее решение уравнения 034 111  yyy  запишем в виде  

xkxk
eCeCy 21

211         
xx

eCeCy
3

211
  . 

Теперь найдѐм 2y , учитывая, что 12 cos yxy  : 

    xxxxx
eCeCxeCeCxeCeCxy

3
21

3
21

3
212 3cos3coscos  


 . 

Таким образом, совокупность функций  














,3cos

,

3
212

3
211

xx

xx

eCeCxy

eCeCy
 

является общим решением заданной системы дифференциальных уравнений 

первого порядка. 

2. Найдѐм частное решение системы, учитывая условия  
 
 







.10

,20

2

1

y

y

 

Для этого подставим начальные условия в общее решение системы  









 

.30cos1

,2

0
2

0
1

0
21

eCeC

eCeC
x

 

Получим систему линейных уравнений относительно постоянных 1C   и  2C
. 








0,3

2,

21

21

CC

CC

      







,3

2,3

21

22

CC

CC

      







,3

2,2

21

2

CC

C

       






3.13

,1

1

2

C

C

 

Подставим найденные значения 1C   и  2C  в общее решение системы и 

получим частное решение данной системы дифференциальных уравнений 

первого порядка: 














.33cos

,3

3
2

3
1

xx

xx

eexy

eey
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Контрольные вопросы 

1. Сформулировать теорему существования и единственности решения 

дифференциального уравнения первого порядка. 

2. Что называется общим решением дифференциального уравнения? 

3. Что называется частным решением дифференциального уравнения? 

4. Какой вид имеет дифференциальное уравнение с разделяющимися пе-

ременными? Как найти общее решение (общий интеграл) этого урав-

нения? 

5. Какая функция называется однородной нулевого порядка? 

6. Привести пример линейного дифференциального уравнения первого 

порядка. Как найти его общее решение? 

7. Каковы свойства решений линейных однородных дифференциальных 

уравнений второго порядка? 

8. Какой вид имеет общее решение линейного однородного дифферен-

циального уравнения второго порядка? 

9. Укажите вид общего решения линейного неоднородного дифференци-

ального уравнения второго порядка. 
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